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ALGEBRE LINEAIRE 3

EMMANUEL HEBEY

1. INTRODUCTION

L’objectif de ce cours est d’aborder les bases de la réduction des applications
linéaires avec, pour point d’orgue, la théorie de la diagonalisation. L’algebre linéaire
étant tres récente pour nombre d’entre vous, il n’est pas inutile de procéder a
quelques rappels. Il est impossible de tout rappeler. Nous considérerons donc
comme acquis les bases de ’algebre linéaire, hors théorie des matrices. Mais, méme
si vous avez vu cette théorie en détails I'an passé, elle peut étre percue comme
particulierement dense par plusieurs d’entre vous. Nous en développons donc les
principaux éléments au Chapitre 1 de ce polycopié.

Le cours commencera véritablement avec la théorie des matrices et sa relation
plus qu’importante aux applications linéaires. Ce sera I'objet des chapitres 2 et
3. Ils sont sans doute plus complet dans ce polycopié que ce que nous pourrons
réellement traiter. Mais la encore, vous aurez ainsi a disposition dans ces notes
tous les éléments dont vous pourriez avoir besoin.

L’objet principal du cours est donc la diagonalisation. Elle est traitée au Chapitre
4. La question posée est de savoir s’il est possible de représenter une application
linéaire par une matrice diagonale, donc tres simple & manipuler. Seule la théorie
réelle est développée au Chapitre 4. Des éléments de la théorie complexe sont
discutés dans le chapitre suivant ainsi que la théorie compagne de la diagonalisation,
a savoir la trigonalisation.

Date: 21 Novembre 2025.
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CHAPITRE 1
ALGEBRE LINEAIRE NON MATRICIELLE

Dans toute la suite, on ne considere que des espaces vectoriels réels, a savoir sur
le corps R des réels. On signale tout de méme qu’il existe une théorie analogue
pour les espaces vectoriels complexes.

Etant donné un ensemble E # (), une loi interne notée + sur E est une application
de ExXE — E. A un couple (z,y) € E x E elle associe un élément de E noté = +y.

Une loi externe sur F, construite sur R, est une application de R x £ — E. A
un couple (A, z) € R x E elle associe un élément de E noté Az.

On adopte donc une notation additive pour la loi interne et une notation multi-
plicative pour la loi externe.

Définition 1.1. Soit E un ensemble non vide muni d’une loi interne notée +,
agissant de B2 x E dans E, et d’une loi externe x sur R, agissant de R x E dans
E. On dit que E muni de ces deuz lois est un R-espace vectoriel si (E,+) est un
groupe abélien, et si la loi externe X qui a (t,x2) € R x E associe tx vérifie:

(i) (Distributivité dans R) Vt,t' e R,Vx € E, (t +t )z =t + t'x;

(i) (Distributivité dans E)Vt € R, Vo, 2’ € E, t(x + ') = to + ta';

(#ii) (Associativité dans R) Vt,t' € R, Vx € E, t(t'z) = (tt')x;

(iv) (Neutralité) Vo € E, 1 x x = x.
Un sous ensemble F' de E est dit un sous espace vectoriel de E si F' muni des deux
lois (internes et externes) de E est un R-espace vectoriel.

Pour rappel, un groupe abélien (F, +) est un ensemble E muni d’une loi interne
+, i.e. agissant de E x F dans E, qui vérifie:

(i) (Associativité) Vz,y,z € E, (v +y) +z = + (y + 2);

(ii) (Elément neutre) 30 € E tel que Ve € E, 2 +0=0+z = x;

(iii) (Inverse) Vz € E, 3—x € E tel que z + (—x) = (—z) + 2 = 0;

(iv) (Caractere Abélien) Vo, y € E, x +y =y + x.
Le 0 de (ii) est appelé élément neutre (et vecteur nul dans le cadre de la théorie
des espaces vectoriels).

Des propriétés simples qui suivant de la définition d’un espace vectoriel sont les
suivantes:

(Pl)Vx € E,0 x z =0

(P2)Vz € E, (1) x x = —x;

(P3)VteR, tx0=0;

(P VteR, Ve eE te=0&t=00oux=0.

Exercice: Démontrer les propriétés (P1)-(P4).
Solution: On vérifie (P1) en écrivant que
0+0)xz=0xzx=0xz+0xx

de sorte que, nécessairement, 0 X z = 0. Dans (P1), le premier 0 est le 0 de R, le
second 0 est celui de E (vecteur nul, elément neutre de +). Une fois (P1) démontrée,
on obtient (P2):

0=01Q4+(-1))xz=z+(-1) xz
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de sorte que (—1) X & = —z, par définition méme de —z. Pour (P3) on écrit avec
(P2) que

tx0=tx(z+(—z)=txz+(-1)x(txx)=0.
Pour démontrer (P4) il suffit de montrer que si ¢ # 0 et si to = 0, alors z = 0. Pour
cela, en supposant que t # 0 et tz = 0, on écrit

Ozgx(txx):lxx:x

D’ou tz = 0 si et seulement si ¢ =0 ou x = 0, le “ou” n’étant bien sir pas exclusif
dans la mesure ou 0 x 0 = 0. O

En bref, un R-espace vectoriel est un ensemble £ muni d’une addition qui permet
d’additionner ces éléments entres eux (comme on le fait dans R), et d’une loi externe
qui permet de multiplier les éléments de E par des réels. ..

Les éléments d’un espace vectoriel sont aussi appelés des vecteurs.
Exemple 1: R? muni des lois internes et externes

(z1,72) + (y1,92) = (z1 + Y1, T2 + Y2)

et
A X (fﬂl,(ﬂg) = ()\Il,)\CﬂQ)

est un R-espace vectoriel. Le 0 ici est le couple (0,0). L’exemple s’étend facilement
a R" n > 2. Pour n = 3, on aura par exemple que (x1,22,23) + (y1,¥Y2,y3) =
(x1+y1, 22+ Y2, 23+ ys3) et A X (x1,22,23) = (Ax1, Az2, Axg). Le 0 est maintenant
le triplet (0,0,0). Etc pour n > 4.

Exemple 2: L’ensemble des fonctions f : R — R est un R-espace vectoriel lorsque
muni des deux lois

Addition interne: (f+ g)(z) = f(z) + g(z);
Multiplication externe: (¢ x f)(z) =tf ().

La encore, les vérifications des propriétés (i)-(iv) de groupe abélien, et des propriétés
(i)-(iv) pour la multiplication externe, sont trés simples. Le 0 est ici Papplication
nulle de R dans R.

Lemme 1.1. Soient Fy et Ey deux espace vectoriels munis de lois internes et
externes notées +; et xX;, i = 1,2. Soit E = E1 X Ey le produit cartésien de Fy et
Es constitué des couples (z,y) ot x € E7 et y € Ea. On munit E des deuz lois +
et X définies par:

Addition interne: (z,y) + (Z,9) = (x +1 &,y +2 3);
Multiplication externe: t X (z,y) = (t X1 z,t X2 7).

Alors E muni de ces deux lois est un R-espace vectoriel.

Soit F un ensemble que l'on suppose étre un R-espace vectoriel lorsque muni
de deux lois + et x. Soit de plus F' un sous ensemble de E. Par définition, on
I’a vu, F' est un sous espace vectoriel de E si F' muni de ces deux lois est un R-
espace vectoriel. Cela suppose déja que les lois + et x de F soient bien des lois
respectivement internes et externes pour F. Et donc que:

(1) Ve,y e F,xz+y € F;

2)VteR,Vz e F,tx € F.
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Ce n’est pas obligatoirement le cas pour un sous ensemble quelconque de £ comme
on le verra dans les exercices qui suivent.

Remarques: (1) Si F est un sous espace vectoriel, alors forcément 0 € F.
(2) Si F est un sous espace vectoriel, alors pour tout € F on a que —x € F.

Proposition 1.1 (Caractérisation des sous espaces vectoriels). Soit E' un R-espace
vectoriel muni de deuz lois + et x. Soit F' # () un sous ensemble de E. Alors F
est un sous espace vectoriel de E si et seulement si

()VNz,y e F,x+yecF;

(2)VteR, Ve € F,tx € F.
Cela se caractérise encore par le fait que pour tous t,t' € R, et tous z,y € F,
tr +t'y € F.

Soit E l'espace vectoriel des fonctions de R dans R muni des deux lois de
I'exemple 2. Le sous ensemble C°(R) de E constitué des fonctions continues de
R dans R est alors par exemple un sous espace vectoriel de E. L’ensemble R[X]
des polynomes réels est aussi un sous espace vectoriel de E. L’ensemble R,,[X] des
polynomes réels de degré au plus n est lui encore aussi un sous espace vectoriel
de E. On a R,[X] Cser R[X] Cyer C°(R), I'inclusion Cge, signifiant “est un sous
espace vectoriel de”.

Exercice: Montrer que le sous ensemble de R? donné par
F= {(a:,y,z) e R3 /:c+2yfz:0}
est un sous espace vectoriel de R3.

Solution: On vérifie que F' # (), par exemple (0,0,0) € F. On applique la
proposition de caractérisation des sous espaces vectoriels. Soient (z,y,z) € F et
(2',y,2") € F deux vecteurs quelconques de F' et A € R un réel quelconque. On a
que (z,y,2)+ (2/,¢,2") = (x+ 2",y +y,2+2') € F car

r4+r+2y+y)—(z+2)=(@+2y—2)+ (@ +2) -2 )=0+0=0.
De méme, A(z,y,z) = (Ax, Ay, Az) € F car
Az)+2(0y) —(A2) =AMz +2y—2)=A%x0=0.
Donc F est un sous espace vectoriel de R3. (I
Exercice: Montrer que le sous ensemble de R? donné par
F={(z,y,2) ER®* Ja+2y—2=1}
n’est pas un sous espace vectoriel de R3.

Solution: Les vecteurs (1,0,0) et (0,0,—1) sont dans F'. Pourtant, lorsque I’'on
additionne ces deux vecteurs, (1,0,0) + (0,0,—1) = (1,0, —1) n’est pas dans F. O

Exercice: Montrer que le sous ensemble de R? donné par
F= {(x,y) e R? /xyz()}
n’est pas un sous espace vectoriel de R2.

Solution: Les vecteurs (1,0) et (0,1) sont dans F. Pourtant (1,0)+ (0,1) = (1,1)
n’est pas dans F. O

Exercice: Montrer que le sous ensemble de R? donné par
F={(z,y) eR? | y=2a?}
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n’est pas un sous espace vectoriel de R2.

Solution: Le vecteur (1,1) est dans F. Par contre (2,2) = 2 x (1,1) n’est pas dans
F. O

Exercice: Montrer que le sous ensemble F' de R[X] constitué des polynémes réels
P pour lesquels P(0) = P(1) est un sous espace vectoriel de R[X].

Solution: Clairement F' # (). On vérifie facilement que la somme de deux polynémes
de F' est encore un polynome de F' et que le produit d'un polynéme de F' par un
réel quelconque est encore un polynoéme de F'. (I

2. OPERATIONS SUR LES SOUS ESPACES VECTORIELS

On discute de différentes opérations possibles sur les sous espaces vectoriels.

2.1. Intersections de sous espaces vectoriels. Soit £ un espace vectoriel muni
de deux lois + et x, et soient F7i,..., F) des sous espaces vectoriels de E. Alors
FiN---N Fj est encore un sous espace vectoriel de E. La propriété se démontre
trés facilement. Bien siir, on peut avoir que Fy N---N F = {0}.

2.2. Union de sous espaces vectoriels. Soit E un espace vectoriel muni de deux
lois + et X, et soient Fi, F deux sous espaces vectoriels de . En général, F} U Fy
N’EST PAS un sous espace vectoriel de F.

Proposition 2.1. Soit E un espace vectoriel muni de deuz lois + et X, et soient
Fy, Fy deux sous espaces vectoriels de E. Alors Fy U Fy est un sous espace vectoriel
de E si et seulement si Iy C Fy ou Fy C F}.

Démonstration. Si Iy C Fy, ou Fy C Fy, alors Fy U Fy, = F; ou Fy, et donc Fy U Fy
est bien un sous espace vectoriel de E. A l'inverse, on raisonne par ’absurde en
supposant que Fj U Fy est un sous espace vectoriel de F, mais que Fy ¢ Fs et
Fy ¢ Fy. Soit x € Fy\Fy et y € F1\F,. Puisque nous avons supposé que Fy U Fy
est un sous espace vectoriel, x + y € F} U Fy, et donc, soit

(1) z +y € F1, soit

(2) T + Yy S FQ.
Si (1) a lieu, alors « € F; puisque y € F; et F} est un sous espace vectoriel de
E. Si (2) a lieu, alors y € F puisque © € Fy et Fy est un sous espace vectoriel de
E. Dans les deux cas, on aboutit a une contradiction. Donc F; U F5 sous espace
vectoriel = F; C F ou Fy C Fy. D’ou la proposition. [l

2.3. Sommes de sous espace vectoriels. Soit £ un espace vectoriel muni de
deux lois 4 et x, et soient F, Fy deux sous espaces vectoriels de £. On définit la
somme F; + F5 des sous espaces Fy et F5 par

F1+F2:{x—i—yGEtelsquexEFl,yEFg}.

On vérifie alors tres facilement que F; + F5 est encore un sous espace vectoriel de
E. En effet, soient z et Z deux éléments de F; + F>. On peut écrire que z = x + y
et Z=x+y,oux,x € F ety,ye Fy. Deslors, sit,t € R, alors

tz + 1z = (tz +t&) + (ty + t9)

et donc, puisque tx +t& € Fy et ty + 1§ € Fy, on a que tz + 12 € F; + F,. D’ou le
fait que I} + F5 est un sous espace vectoriel de E.
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Exercice: Soient A, B, C trois sous espaces vectoriels d’un espace vectoriel E. On
suppose que ANB=ANC, A+ B=A+C et BC C. Montrer que B = C.

Solution: Il suffit de montrer que C' C B. Soit ¢ € C quelconque dans C'. Comme
0€cAetc=0+conaquece A+C. Comme A+ B=A+C,onaquece A+ B.
Donc il existe a € Aet b€ Btelsquec=a+b. Ona BC C,doncbe C. On a
aussi ¢ — b = a, et comme C est un sous espace vectoriel, c—b € C. Comme a € A,
on en déduit que c—b € ANC. Or ANC =ANB. Doncc—b e AN B et, en
particulier, ¢ — b € B. Ainsi il existe b’ € B tel que ¢ — b ="¥". Soit c = b+ ¥V, et
comme B est un sous espace vectoriel, ¢ € B. (]

Par définition, on dit que la somme F; + F5 est directe, et on écrit Fy & Fy, si
Vz € F1 + Fy, dlx € Fy, et Aly € Fy tels que z = x + y. En d’autres termes, la
somme F; + Fy est directe si les éléments de la somme F} + F5 se décomposent de
fagon unique en somme d’un élément de F; et d’un élément de F5.

Exemple: Soit £ = R? muni de ses lois usuels + et x. Soient de plus

F = {(x,y,z) elE/z= 0},

= {(I,y,z) el /x :O}, et

s = {(a?,y,z) ekl / :r:y:()}.
On vérifie facilement que F;, Fy, et F3 sont des sous espaces vectoriels de F,
que E = Fy + Fs et que £ = F} + F5. La somme F} + F5 n’est pas directe.
En effet, on peut tout a la fois écrire que (z,y,2) = (z,y,0) + (0,0,2) et que
(z,y,2) = (2,0,0) + (0,y, 2), avec (x,y,0), (z,0,0) € F; et (0,0,2),(0,y,2) € Fy.
Cela fournit deux écritures différentes pour (x,y,z) si y # 0. La somme F; + F;
n’est donc pas directe. Par contre, la somme F; + F3 est directe, un élément (z,y, 2)
se décomposant de fagon unique en (z,y,z) = (x,v,0) + (0,0,z). On écrit donc
F ¢ Fs.

Proposition 2.2. Soit E un espace vectoriel muni de deuz lois + et X, et soient
F1, Fy deux sous espaces vectoriels de E. Alors la somme Iy + Fy est directe si et
seulement si Fy N Fy = {0}.

Démonstration. Supposons que la somme F + F; est directe. S’il existe x € F1NFy,
alors les deux écritures x = 0 + xz et *+ = x + 0 entrainent que nécessairement
2 = 0. Done, F; N F, = {0}. Réciproquement, supposons que F; N Fy = {0}. Soit
ze€F+F,. Siz=x+yetz=a'+y avec x,2’ € Fy et y,y € Fy, alors

-2 =y —y.
Orz—2a2' € Fy et y —y € Fp. Comme Fy N Fy = {0}, c’est donc que z — 2’ =
y' —y = 0. Donc la somme F; + F5 est directe. O

Ce qui a été dit a propos de la somme de deux sous espaces vectoriels se généralise
a la somme de k sous espaces vectoriels. Si Fy, ..., Fy sont k sous espaces vectoriels
de FE, on définit

F1—|—---—|—Fk:{xl—I—---—l—xkEEtelsquexiEFi7i:1,...,k}.

La encore, comme lorsque k = 2, F} + - -- + F}, est un sous espace vectoriel de E.
Par définition, on dit que la somme F; +- - -+ F}, est directe, et on écrit F1 ®- - -D Fy,
si la propriété suivante est vérifiée par la somme Fy + -+ Fy: Vz € Fy +-- -+ Fy,
xy € Fy, ..., g € Fy, tels que z = x1 + - - - + 2. En d’autres termes, la somme
Fy + - -+ Fj, est directe si les éléments de la somme F; + - - - + F} se décomposent
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de fagon unique en somme d’un élément de Fi, ..., et d'un élément de Fj. On peut
alors montrer que la somme F; + - - - + F}. est directe si et seulement si pour tout
i=2,...k F5N (32, Fj) = {0}. On retrouve bien siir la Proposition 2.2 lorsque
k=2.

Théoréme 2.1. Soient k sous espaces vectoriels Fy, ..., Fy, d’un espace vectoriel
E. La somme Fy + --- 4+ F}, est directe, et on écrit 'y @ --- @ Fy, si et seulement
st pour tout i =2,....k, F; N (3, F;) = {0}.

Démonstration. On procede par récurrence sur k. On considere la propriété (Py)
stipulant que pour tout R-espace vectoriel F, et toute famille Fi, ..., Fj de k sous
espaces vectoriels de E, Fy @ --- @ F} si et seulement si pour tout i = 2,...,k,
Fin (3, Fj) = {0} Sik =2 on adéavu que (Px) est vraie. On suppose
maintenant (Py) et on montre que (Pr4+1) est vraie. On se donne donc E un
R-espace vectoriel et Fi,..., Fr11 des sous espaces vectoriels de E. Soit F =
Fi + ---+ Fj. Clairement,

Fl@"'@Fk+1 SSlFl@@Fk etF@Fk+1

et donc si et seulement si FNFy1 = {0} d’apres ce qui a été dit dans le cas k = 2.
Or F; N (32, Fy) = {0} pour tout @ = 2,...,k et F'NFry1 = {0} équivaut a
F;n (X2 < Fy) = {0} pour tout i =2,...,k+ 1. D’olt le théoreme. O

Exercice: Soient A, B, C trois sous espaces vectoriels d’un espace vectoriel E.
Montrer que la somme A + B + C est directe si et seulement si AN B = {0} et
(A+ B)nC ={0}.

Solution: Supposons A + B + C directe. Soit € AN B. En écrivant que
£4+04+0=0+4 x40 on a deux écritures dans A + B + C' d’'un méme vecteur
de A+ B+ C. La somme étant directe c’est que x = 0. Donc AN B = {0}. De
méme, soit + € (A+ B)NC. Comme x € A+ B il existe a € A et b € B tels
quez =a+b. Onaa+b+0=0+ 0+ x qui fournit deux écritures d’'un méme
vecteur dans A + B + C. La somme étant directe c’est que a =0, b=0et z = 0.
Donc (A + B) N C = {0}. Réciproquement, supposons que AN B = {0} et que
(A+B)NC = {0}. Soient a,a’ € A, b,b' € Betc,c € C tels que at+b+c = a'+b' +c.
Alors (a—a )+ (b-V)=¢ —c. Or(a—d )+ (b-V)€e A+ Betd —ceC.
Comme (A+B)NC = {0}, c’est que ¢ = cet (a—a’)+ (b—1') = 0. En particulier,
a—a =b—-b.0Ora—d € Aet b/ —be B. Comme ANB = {0}, c’est que a’ = a
et b =b. O

2.4. Sous espace vectoriels engendrés par un sous ensemble. Soit F un
espace vectoriel muni de deux lois + et X, et soit A une partie (i.e. un sous
ensemble) de E. Le sous espace vectoriel de F engendré par A, noté Vect(A), est
par définition le plus petit sous espace vectoriel de E pour I'inclusion qui contient
A. Tl est caractérisé par les propriétés suivantes:

(i) Vect(A) est un sous espace vectoriel de E,

(ii) A C Vect(A),

(iii) si F' est un sous espace vectoriel de E et si A C F', alors Vect(A) C F.
On vérifie que Vect(A) est en fait constitué des combinaisons linéaires des éléments
de A. En d’autres termes:

Vect(A) = {tlxl + -+ trar, ke NJt; e Rz € A} .
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Le sous ensemble de F définit ci-dessus est bien un sous espace vectoriel de F, et
il vérifie les points (i)-(iii) listés ci-dessus.

Des propriétés simples & vérifier que satisfont les espaces Vect(A) sont les suiv-
antes:

(1) Si A est un sous espace vectoriel de E, alors Vect(A) = A,

(2) Si A et B sont deux sous ensembles de E,

Vect(AU B) = Vect(A) + Vect(B) .
En ce qui concerne 'intersection,
Vect(AN B) C Vect(A) N Vect(B) .

Cette propriété est elle aussi facile & vérifier (par exemple & partir de la définition
premiere). A titre de remarque, il se peut que Vect(AN B) # Vect(A) N Vect(B).
Soit par exemple, E = R?, A = {(z,y) / 22 + y*> < 1}, et B = {(1,0),(0,2)}.
Alors AN B = {(1,0)} de sorte que Vect(AN B) = {(x,y) / y = 0}. Par contre
Vect(A) = Vect(B) = R?, de sorte que Vect(A) N Vect(B) = R

Lorsque A est fini, par exemple lorsque A = {a, b, ¢, d}, alors

Vect(A) = {tla + tob 4 tgc+ tad, tq,t9, t3,t4 € R} .

Exercice: Démontrer (1) et (2) ci-dessus.

Solution: Si A est un sous espace vectoriel, alors A est clairement le plus petit
sous espace vectoriel qui se contient lui-méme. Donc A = Vect(A). On démontre
maintenant (2). Soient k € N*, z1,...,x, une famille de k vecteurs de AU B et
t1,...,t, des réels. Par définition de AU B il existe k1 € N (peut-étre 0), il existe
ks € N (peut-étre 0), il existe des aq,...,ax, € A et des by,..., by, € B tels que

{jS,i:17...,k}:{ai,i:1,...,]{51} U{bZ7Z:177k2} .
Avec la méme répartition on peut écrire que {t;,i = 1,...,k} comme {X\;,i =1,..., k1 } U
{pi,i=1,...,ko}. Mais alors
tiey + -+t = (Mar + -+ Ay ag,) + (aby + - - + i, biy )

et donc Vect(AU B) C Vect(A) + Vect(B). L’autre sens s’obtient encore plus
facilement. On a Vect(A) C Vect(A U B) et Vect(B) C Vect(AU B). Donc
Vect(A) + Vect(B) C Vect(AU B). O

Exercice: On considére dans R3 les vecteurs u; = (1,1,3), us = (1,—1,-1),
vy = (1,0,1) et va = (2,—1,0). Montrer que Vect(uy,us) = Vect(vy, vs).

Solution: On va montrer que Vect(uy,uz) C Vect(vy,v2) et que Vect(vy,ve) C
Vect(uy,uq). Pour simplifier on ne démontre que la premiere inclusion. L’autre se
démontre de la méme maniére. Pour démontrer que Vect(uy,us) C Vect(vy,ve) il
suffit de montrer que u; € Vect(vy,vs) et que uz € Vect(vy, v2). L’équation

(15 173) = >\(13 07 1) + :u‘(27 _1’ 0)

donne A +2u =1, —p =1 et A = 3, un systeme dont la solution est bien donnée

par A = 3 et 4 = —1 (les deux dernieres équations entrainent la premiere). On
a donc u; = 3v; — vy et donc u; € Vect(vi,v2). De la méme fagon on vérifie
que us = —v1 + vg. Donc us € Vect(vy,v2). Donc Vect(uy,us) C Vect(vy,vs).

Comme déja dit, 'autre inclusion se démontre de la méme fagon. On montre que
_ 1 1 _1 3
v1 = 5u1 + zuz et que vz = suy + Fus. O
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3. APPLICATIONS LINEAIRES

Soient E et F' deux espaces vectoriels sur R, et f : E — F une application. Par
définition, on dit que f est linéaire si les deux propriétés suivantes sont vérifiées:

(i) Vo,y € E, f(z +y) = f(z) + f(y),

(ii) Vt e R, Vo € E, f(tx) =tf(z).
Ces deux propriétés se regroupent en une:

(iii) Vt € R, Vz,y € E, f(z +ty) = f(z) +tf(y).
On a donc (i)+(ii) < (iii). En particulier, si f est linéaire, alors pour tout k € N,
toust; e R, et tousx; € B, i =1,...,k,

k k
/ <Z tﬂ‘i) = Ztif(l”i) .

On a toujoursf(0) = 0 car f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0). On note L(E,F)
I’ensemble des applications linéaires de E dans F. Lorsque F' = E, on note aussi
End(E) au lieu de L(E, E). Les applications de End(E) sont appelées endomor-
phismes de E.

On vérifie facilement que si F, F'; G sont trois espace vectoriels, et si f € L(E, F)
et g€ L(F,G), alors go f € L(E, Q).

Indépendamment, si E et F' sont deux espaces vectoriels, on définit sur L(E, F')
la loi interne + et la loi externe X par:

(f +9)(@) = f(z) + g(x),

(tf) (@) = tf(a).
Alors L(E, F) muni de ces deux lois est un espace vectoriel sur R. Lorsque F' = R
on parle de forme linéaire et on note souvent E* au lieu de L(E,R).

Exercice: Soient f,g: R? — R3 les applications définies par
f(,y) = (@ +y,2—2y,0) et g(z,y) = (z +y,2 — 2y,1)
pour tous (x,y) € R2. Montrer que f est linéaire mais que g ne 'est pas.

Solution: Pour montrer que f est linéaire il suffit de vérifier que pour tous
(z,y),(z',y') € R? et tout A € R,

flx+ 2t y+ X)) = flz,y) + \f (2, y')

et donc que
(x+ 2" +y+ M/ 2+ M’ —2(y + \y'),0)
=@ +y,x—2y,0)+ A +y,2" —2/,0) .

C’est immédiat. On montre par ailleurs que g n’est pas linéaire par exemple en
remarquant que (2,2) =2 x (1,1) tandis que

9(2,2) = (4,-2,1) #2 x (2,—1,1) = 2¢(1,1) .
O

Exercice: Soit F un R-espace vectoriel et f,g € L(F,R) deux formes linéaires sur
E. Montrer que f x g =0 si et seulement si f =0 ou g = 0.

Solution: Bien évidemment, si f = 0, ou g = 0, alors f xg = 0. C’est la réciproque
qui va étre plus difficile & montrer. On suppose donc que f X g = 0. Supposons par
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Pabsurde qu’il existe u € E tel que f(u) # 0 et qu’il existe v € E tel que g(v) # 0.
Comme f x g =0 on a forcément f(v) =0 et g(u) = 0. Mais alors

0= (fg)(u+v)= f(u)g(v)

ce qui est impossible puisque f(u) # 0 et g(v) # 0. D’ott une contradiction et donc
nécessairement soit f = 0 (sur tout E) soit g = 0 (sur tout E). O

Note: Le résultat cesse bien str d’étre vrai si on ne parle plus de formes linéaires
mais de fonctions quelconques. Par exemples les fonctions f, g : R — R définies par
fx)=0siz<0et f(x)=axsiz>0,etglx)=xsiz<0et g(x)=0siz>0ne
sont pas identiquement nulles et pourtant vérifient que f x g = 0.

Par définition, une application f : E — F est injective si les éléments de F' ont au
plus un antécédant par f. Donc f est injective si pour tous z,y € E, si f(z) = f(y),
alors x = y. Toujours par définition, f est surjective si tout élément de F' a au
moins un antécédant. Donc f est surjective si pour tout y € F, il existe x € F
tel que f(x) = y. Pour finir, f est bijective si tout élément de F a précisément un
et un seul antécédant. Par suite f est bijective si et seulement si elle est a la fois
injective et surjective. Dans ce cas, lorsque f est bijective, il existe f~! : F — E
une application telle que f~'o f = Idg et fo f~' = Idp.

Définition 3.1. Si E et F sont deux espaces vectoriels, et si f € L(E,F), on
définit: le noyau de f, noté Ker(f), par

Ker(f)y={z € E/ f(z) =0},
et 'image de f, notée Im(f), par Im(f) = {f(z) , « parcourt E}.

On vérifie que Ker(f) est un sous ensemble de E, et Im(f) est un sous ensemble
de F. Une application linéaire bijective de L(FE, F') est dite un isomorphisme de E
sur F'.

Théoréme 3.1. Soient E et F deuz espaces vectoriels sur R, et f € L(E, F) une
application linéaire de E dans F'. Alors:

(i) Ker(f) est un sous espace vectoriel de E et [ est injective si et seulement si
Ker(f) = {0};

(i) Im(f) est un sous espace vectoriel de F et f est surjective si et seulement
si Im(f)=F.
Par suite, f est un isomorphisme de E sur F si et seulement si Ker(f) = {0} et
Im(f) = F. Dans ce cas, lapplication inverse f~' est elle aussi linéaire.

Démonstration. 11 est clair que Ker(f) est un sous espace vectoriel de E dans la
mesure ou si t,t' € Ret x,2’ € Kerf(f), alors tx + t'2' € Ker(f) puisque

f(ta+ ') = tf(@) + ' f(&)
En remarquant par ailleurs que

fy)=f) = fly-2)=0 & y—wecKer(f)

on voit que f est injective si et seulement si Ker(f) = {0}. On vérifie tout aussi
facilement que I'm(f) est un sous espace vectoriel de F' en remarquant comme
ci-dessus que

tf(z) +t'f(2") = flte +t'z") .
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Par ailleurs, il suit de la définition méme d’une application surjective que f est
surjective si et seulement si Im(f) = F. Reste & montrer que si f est un isomor-
phisme, alors f~! est linéaire. Soient z,z’ € F et t € R. Soient x,2’ € E tels que
f(z)=zet f(a') =2". Alors

fHe+t2) = 7 (f (@) + tf(2))
= [T (f(z +ta"))
=+ tx'

=71 (2) +tf ()

et ainsi f~! est bien linéaire. D’ou le théoreme. [

Exercice: Soit F = R[X] Pespace vectoriel des polynémes réels. On considére
f: E — E donnée par f(P) = P’ pour tous P € E. Montrer que f est linéaire.
Déterminer son image et son noyau. L’application est-elle injective ? surjective ?
Solution: L’application est clairement linéaire par régles de dérivation: (P +
AP2) = P 4+ AP; pour tous A € R et tous P;,P, € E. Son noyau Ker(f) est
constitué des polynémes P € F pour lesquels P'(x) = 0 pour tous z € R. 1l s’agit
donc des seuls polynomes constants:

Ker(f) ={P € E / P est constant} .

Comme Ker(f) # {0}, f n’est pas injective. Par contre, tout polynoéme réel est
clairement la dérivée d'un autre polynome réel: le polynéme P(X) = > _; ap X
est la dérivée du polynome Q(X) = Y_p_ 255 X**+1. Donc
Im(f)=FE

et f est surjective. O
Exercice: Soient F un R-espace vectoriel et f, g € End(E) deux endomorphismes
de E. On suppose que f et g commutent, a savoir que g o f = f o g. Montrer
que Ker(f) et Im(f) sont stables par g, & savoir que g (Ker(f)) C Ker(f) et que
g (Im(f)) C Im(f).

Solution: Il faut montrer que si x € Ker(f), alors g(x) € Ker(f) et que si
x € Im(f) alors g(x) € Im(f). Soit x € Ker(f). On a

fl9(x)) = g(f(z)) = 9(0) = 0.
Donc on a bien que g(z) € Ker(f) si x € Ker(f). De méme, si x € Im(f) alors il
existe 2’ € E tel que x = f(z'). Mais alors

g9(z) = g (f(2")) = f (9(a")) = f(z")
avec '/ = g(z’). Donc g(x) € Im(f) si z € Im(f). O

Exercice: Soient E un R-espace vectoriel et f € End(E) un endomorphisme de
E. On note E; = Ker(f), Ex = Ker(f — Idg) et E3 = Ker(f + Idg), ou Idg
est l'application linéaire identité de E dans F (’endomorphisme identité de E).
Montrer que Fy, F5 et E3 sont en somme directe.

Solution: Il faut montrer (cf. cours précédents) que E; N Es = {0} et que (Ey +
Es) N Es = {0}. Soit « € E1 N Ey. Alors f(z) =0et (f — Idg)(x) = f(x) —z =0
de sorte que x = 0. Donc E; N E; = {0}. Soit maintenant x € (Ey + E3) N Ej.
Comme z € Ey + Es il existe y € Ey et z € Fs tels que x = y + z. On a alors
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f(y) =0, f(z) =z =0cet f(z) + = = 0. Comme f(z) = f(y) + f(2) = f(2), on a

donc
0=fe)+z=f(r)—z+y+2z2=y+2z.

Soit y = —2z. Comme f(y) = 0 on devrait aussi avoir f(z) = 0 par linéarité de
f. Or f(2) — 2 =0, donc z = 0. Puis ensuite, puisque y = —2z, on récupere que
y =0. Au final, z = 0 et donc on bien aussi que (E7 + E2) N E3 = {0}. O

4. FAMILLES LIBRES, GENERATRICES, ET BASES

Soient E un R-espace vectoriel et (eq,. .., e,) une famille composée de n vecteurs
de E. Par définition, on dit que (eq,...,e,) est une famille libre si la seule com-
binaison linéaire de la famille qui soit nulle est la combinaison linéaire nulle. Donc
(e1,...,en) est une famille libre si

Vii,...,tpn ERt1eg +---+the, =0 = t1=---=t,=0.
Une famille qui n’est pas libre est dite liée.
Remarque: Une famille qui contient le vecteur nul est forcément liée.

Toujours par définition, on dit que (eq, ..., e,) est une famille génératrice si tout
x de E s’écrit comme combinaison linéaire des ey, ..., e,. Donc (e1,...,e,) est une
famille génératrice si

Ve e E,3ty,...,t, € Rtels que x = t1eq + -+ + tpe, .

Pour finir, on dit que (ey,...,e,) est une base de E si tout x de E s’écrit de
fagon unique comme combinaison linéaire des eq,...,e,. Donc (eq,...,e,) est une
base de E si

Vee B, e R,...,3, € Rtels que x = tireg + -+ -+ then .

Théoréme 4.1. Une famille est une base si et seulement si elle est a la fois libre
et génératrice.

Démonstration. Supposons que (e1,...,e,) est une base deF. Il est évident que
(e1,...,en) est alors génératrice pour E. Soient maintenant des tq,...,¢, € R.
Supposons que tiey + - -+ + tpe, = 0. Comme on a aussi que

0=0e; + -+ 0e, ,

I'unicité de la décomposition donne que forcement t; = 0,t, = 0,...,t, = 0. Donc
(e1,...,en) est aussi une famille libre et base = libre et génératrice. Supposons
a linverse que (eq,...,e,) est & la fois libre et génératrice. Puisque (eq,...,e,)
est génératrice, Vo € E, Jt; € R,...,3t, € R tels que z = tie; + --- + tpe,.
Reste a montrer I'unicité des tq,...,t,. Supposons pour cela qu’on ait aussi que
x =t1e1 + - + tpe,. Alors

trer + -+ then =tier 4+ + ey
d’ou I'on déduit facilement que
(L:l —tl)el—l—-n—l—(fn—tn)en:O.

Comme (e, ..., e,) est une famille libre, cela implique que t; —t; = 0,... &, —t, =
0. D’out 'unicité. (]
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Dire que (eq,...,e,) est une base de E c’est donc dire que Vo € E, Jl; €
R,...,3%, € R tels que z = tye; +- - -+ the,. Les t; sont appelés coordonnées de x
dans la base (eq,...,e,). Dire qu'un vecteur x a pour coordonnées t1,...,t, dans
une base (eq,...,e,) c’est donc précisément dire que & = t1eq + - - - + tpen.

Exercice: Soit R[X] I'espace des polyndémes réels. On considére les polynomes
P,Q, R de R[X] donnés par P(X) = 16X —-7X2+21X -4, Q(X) =8X3-5X2+1
et R(X) = X2+ 7X — 2. Montrer que P est une combinaison linéaire de Q et R,
a savoir que P € Vect({Q, R}).

Solution: En raison du terme en X3, si P est une combinaison linéaire de Q et R
alors forcément que P = 2Q + AR avec A € R. La comparaison des termes en X?2
donne que forcément A = 3. Donc la combinaison linéaire candidate est

P=2Q+3R.

Les deux polynémes P et 2Q + 3R sont tous deux de degré 3 et ont les mémes
coeeficients des termes en X3 et X2 en raison de ce qui a été dit jusqu’ici. Reste &
vérifier qu’ils ont les mémes coefficients des termes en X et constants. C’est bien
le cas car 21 =2 x 0+ 3 x 7 tandis que —4 =2 x 1+ 3 x (—2). O

Exercice: Soit R[X] I’espace des polynémes réels et Py,..., P, € R[X] tels que
degréP; < degréPs < --- < degréP, .
Montrer que (Py,..., P,) est alors une famille libre de R[X].

Solution: Supposons que la famille soit liée. Alors il existe des Aq{,..., A, non
tous nuls tels que \y Py + -+ -+ A\, P, = 0 (le polyndme nul). Le terme de plus haut
degré du polynome A\ P, + --- + A\, P, est donné par A\, P,. Comme il doit étre
nul c’est que A, = 0. Mais alors APy + -+ A\y_1P,_1 = 0 et on recommence le
raisonnement. Le terme de plus haut degré du polynéme A\ Py +- -+ Ap_1P,_1 est
donné par A\,_1P,_1. Comme il doit étre nul c’est que \,,_1 = 0. On recommence
encore le raisonnement et ainsi de suite jusqu’a annuler tous les \;. La famille
(Py,...,P,) est bien une famille libre de R[X]. O

Remarques: (1) Toute sur famille d’une famille génératrice est génératrice.
(2) Toute sous famille d’une famille libre est libre.

Théoréme 4.2 (Théoreme fondamental de la théorie de la dimension.). Soit E un
R-espace vectoriel. Si E possede une famille génératrice composée de k vecteurs,
k € N, alors toute famille libre de E a au plus k vecteurs. En d’autres termes, une
famille libre a forcément moins d’éléments qu’une famille génératrice.

Dans la suite on écrira avec un léger abus de notation Vect(ey,...,ex) au lieu
de Vect({e1,...,ex}).

Démonstration. On démontre le théoréeme par récurrence sur k. Si k = 1, le résultat
est immédiat. Il existe en effet un vecteur e de E qui est tel que tout vecteur de
FE s’écrit sous la forme te, t € R. On en déduit que si x et y sont deux vecteurs
de E, alors il existe ¢ € R tel que soit y = tz, soit x = ty. En particulier, soit
y—tx =0 soit z —ty = 0, et donc, toute famille composée de plus de deux vecteurs
est liée. On suppose maintenant le résultat vrai a ’ordre k, et on le démontre a
Vordre k + 1. Soit (eq,...,ex+1) une famille génératrice, et soit (x1,...,x,) une
famille libre. On veut montrer que nécessairement p < k + 1. Puisque la famille
(e1,...,ext1) est génératrice, les x;, ¢ = 1,...,p, s’écrivent comme combinaison
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linéaire des e;, j = 1,...,k 4+ 1. 1l existe donc des /\f € R tels que pour tout

i=1,...,p,
k+1

Ty = E )\fej
j=1

SiAl =--- =\, = 0, alors les z; sont en fait dans I'espace vectoriel Vect(ea, . . ., €x11).
Par définition méme de cet espace, la famille (es,...,ex+1) est génératrice pour
cet espace. Cette famille comportant k& vecteurs, on peut appliquer ’hypothese
de récurrence qui nous donne que nécessairement p < k. Donc, en particulier,
p < k + 1. Supposons maintenant que I'un des A} est non nul, i = 1,...,p. Sans
perdre en généralité, on peut supposer que A} # 0. Si on pose \; = A} /Al, alors
pour tout i =2,...,p,

x; — \ixy € Vect(ea, ..., ext1)
Par ailleurs, la famille (z2 — Aoz1,...,2p — Apx1) est toujours libre. En effet, si

tl(l‘g — /\2331) + -4 tp_l(l‘p — )\p1‘1) =0

alors
p—1
(— Zti)\iﬂ)aﬁ +tixo+ -+ tp_1xp, =0
i=1
et puisque la famille (z1,...,2,) est libre, on doit avoir t; = --- = t,_1 = 0.
L’espace vectoriel Vect(ea,...,er+1) admet, par définition méme, (es,...,ex+1)

comme famille génératrice. Cette famille comportant k vecteurs, on peut la encore
appliquer 'hypothese de récurrence. On trouve alors que p — 1 < k, et donc que
p < k—+1. D’ou le fait que si la propriété est vraie a 'ordre k, alors elle I’est aussi
a l'ordre k 4 1. Par récurrence on a ainsi démontré le théoréme. O

Plusieurs propriétés importantes suivent de ce théoreme fondamental de la théorie
de la dimension. Il en va ainsi de la propriété suivante.

Théoreme 4.3. Si un espace vectoriel E posséde une base composée de n vecteurs,
n € N, alors toute autre base de E est elle aussi composée d’exactement n vecteurs.

Démonstration. Si (e1,...,en) et si (é1,...,é,) sont deux bases de E, on veut
montrer que n = p. Une base étant a la fois libre et génératrice: (i) (e1,...,e,) est
libre et (é1,...,é,) est génératrice, et (ii) (e1,...,e,) est génératrice et (€1,...,€p)

est libre. Du théoréme fondamental de la théorie de la dimension et de (i) on tire
que n < p. Du théoreme fondamental de la théorie de la dimension et de (ii) on
tire que p < n. Donc n = p. (I

Cette propriété permet de définir la notion de dimension.

Définition 4.1. On dit d’un espace vectoriel E qu’il est de dimension finie n s’il
possede une base composée de n vecteurs. Toute autre base de E est alors composée
elle aussi de n vecteurs. On note parfois dim(E) la dimension de E.

Par exemple, R? est de dimension 2 car {(1,0);(0,1)} est une base de R2. Ou
encore R3 est de dimension 3 car {(1,0,0);(0,1,0);(0,0,1)} est une base de R3.
Etc. R™ est de dimension n.

L’espace R, [X] des polynéomes de degré au plus n est de dimension n + 1 car
{1,X, X2?,... ,X"’l,X”} est une base de R, [X]. La famille est génératrice par
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définition des polynomes. Elle est libre car si un polyndéme est nul sur R alors tous
ses coefficients sont nuls (un polynéme de degré n a au plus n racines réelles, sauf
s’il s’agit du polynéme nul).

On a vu que toute sur famille d'une famille génératrice est encore une famille
génératrice et que toute sous famille d’une famille libre est encore une famille libre.
Le lemme qui suit va dans “I’autre sens”.

Lemme 4.1. (1) Dans un R-espace vectoriel E, si (1,...,xy,) est une famille libre
mais non génératrice, alors il existe un vecteur x,y1 € E pour lequel la famille
(T1,...,Tn,Tnt1) est encore une famille libre.

(2)A Uinverse si (x1,...,xy) est une famille génératrice mais n'est pas libre, alors il
existe un i € {1,...,n} pour lequel la famille (x1,...,2;-1,%i41,...,%,) est encore
génératrice.

En d’autres termes, si une famille libre n’est pas génératrice, alors on peut lui ra-
) bl

jouter un vecteur convenablement choisi de sorte que la famille ainsi augmentée

reste libre. FEt si une famille génératrice n’est pas libre, alors on peut lui en-

lever un vecteur convenablement choisi de sorte que la famille ainsi diminuée reste

génératrice.

Démonstration. (1) Supposons que (21, ..., Z,) est une famille libre mais non génératrice.
Dire que (21, . .., z,) n'est pas génératrice c’est dire, par définition, que Vect(x1, ..., z,) #
E. Donc il existe x,+1 € E tel que 2,41 & Vect(x1,...,2,). Soient A\,..., A\, Apa1 €

R des réels tels que
Mz + -+ AT +H App1Tp41 =0

Forcément A, 1 = 0 car sinon,

)\1 )\n
T =\ T3 I B o)

et donc on aurait que x,11 € Vect(x1,...,2,), ce qui est faux par construction.
Comme A,+1 = 0 alors

Mz 4o+ Az, =0,

et comme (z1,...,T,) est libre, on en déduit qu'on a aussi Ay =--- =X\, =0. La
famille (z1,...,Zp,Zn11) est donc aussi une famille libre.

(2) Supposons que (z1,...,Z,) est une famille génératrice mais non libre. Dire
que (x1,...,2z,) n'est pas libre c’est dire, par définition, qu’il existe A1,..., A\, € R,

non tous nuls, tels que
AMx1+ -+ Az, =0

Supposons par exemple que ce soit A, qui est non nul. Alors

x*fﬁer +f)\n71x
n — )\n 1 /\n n—1

et donc z,, € Vect(xy,...,2,-1). Par suite:

Vect(z1, ..., 2n) = Vect(z1,...,2n_1) .
Dire que (21, ..., z,) est génératrice c’est dire que 'on a que Vect(zy,...,z,) = E.
Done, d’apres I’équation ci-dessus, Vect(x1,...,x,-1) = E et (x1,...,2,—1) est
aussi génératrice. [
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Théoréme 4.4. Soit E un R-espace vectoriel E de dimension n. Toute famille
libre de E composée de n vecteurs est une base de E. Toute famille génératrice de
E composée de n vecteurs est une base de E.

En d’autre termes, en dimension n, pour montrer qu’une famille composée de n
vecteurs est une base de F il suffit de montrer soit qu’elle est libre, soit qu’elle est
génératrice (et si elle n’est pas composée d’exactement n vecteurs elle n’a aucune
chance d’étre une base puisque les bases ont toujours autant de vecteurs que la
dimension).

Démonstration. Soit n = dim(FE) et soit (ey, ..., e,) une base de E. Supposons que
(z1,...,2n) est une famille libre de E. Si elle n’était pas génératrice on pourrait
fabriquer, en vertu du lemme précédent, une famille libre (x1,...,2n, Z,y1) de
FE ayant n 4+ l-vecteurs. Or, d’apres le théoreme fondamental de la théorie de
la dimension, sachant que (eq,...,e,) est en particulier génératrice, on devrait
avoir que (x1,...,%,+1) a moins de vecteurs que (eq, ..., e,), ce qui est faux. Donc
(z1,...,2,) est ala fois libre et génératrice, donc une base. Si on suppose au départ
que (21,...,T,) est génératrice, on montre avec le méme genre de raisonnement
qu’elle est obligatoirement aussi une famille libre. (I

Exercice: Soit £ = R,,[X] 'espace vectoriel des polynémes réels de degrés inférieurs
ou égaux & n. Pour k € {0,1,...,n} on note Py le polynéme de E donné par
Py(X) = 1 et Py(X) = X¥ 4+ Qu[X] pour k > 1 ot1 les Qj, sont des polynomes
réels quelconques donnés de degrés degré@;, < k — 1. Montrer que la famille
(Po, Py, ..., P,) est une base de FE.

Solution: On a dim(E) =n+1 et Card{ Py, P1,..., P,} =n+ 1. Il suffit donc de
montrer que (Py, P1,. .., P,) est une famille libre de E. Or degréP, = k et donc

degré Py < degréP) < --- < degréP, .

On T’a déja vu, une telle relation entraine que la famille (Py, Py, ..., P,) est libre.
Dot le résultat. U

Théoréme 4.5 (Théoreme de la base incomplete). Soit E un R-espace vectoriel de
dimension finie n. Si (x1,...,xk) est une famille libre de E, donc k < n, elle peut
étre complétée par n — k vecteurs de E pour en faire une base de E. En d’autres
termes, toute famille libre dans un espace vectoriel de dimension finie peut étre
complétée en une base de l’espace par adjonction de vecteurs convenables.

Démonstration. 1l suffit de raisonner par induction a partir des résultats précédents.
Sik < nalors (21, ...,2,) ne peut étre génératrice d’apres le théoréme fondamental
de la théorie de la dimension. Le lemme précédent donne 'existence de x4 € F
tel que (x1,...,Zk, Tkx11) est encore libre. Si k 4+ 1 = n le théoreme précédent
permet d’affirmer que (x1,..., 2k, 2x11) est une base de E. Le théoréme de la base
incompléte est alors démontré. Sinon k + 1 < n et (x1,...,2k, Tx+1) ne peut de
nouveau pas étre génératrice d’apres le théoreme fondamental de la théorie de la
dimension. On applique alors le lemme précédent qui donne 'existence de x40 € E
tel que (x1,...,%k+1,Trt2) est encore libre. Si k+ 2 = n, la preuve s’arréte. Sinon
k+2 < n et on continue a ajouter des vecteurs jusqu’a atteindre n vecteurs et donc
obtenir une base de F. (]
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5. SOUS ESPACES VECTORIELS ET DIMENSION

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. Soit F' un sous espace vectoriel
de E. Alors F est aussi de dimension finie et dim(F) < dim(FE) avec égalité si
et seulement si FF = E. Le résultat s’obtient facilement en remarquant que toute
famille libre de F' est aussi une famille libre de E. Les familles libres de F ont
donc au plus dim(E) vecteurs, ce qui prouve (penser au lemme précédent) que F
est de dimension finie et que dim(F') < dim(FE). On remarque alors facilement que
dim(F) = dim(E) si et seulement si F' = E (base de F' = famille libre de F' =
famille libre de E ayant autant de vecteurs que la dimension de E = base de E).

Une autre affirmation simple a vérifier est que si E et F' sont deux espaces
vectoriels de dimensions finies, alors F x F' possede une structure naturelle d’espace
vectoriel de dimension finie dim(F x F) = dim(F) +dim(F). La structure d’espace
vectoriel est donnée par les opérations

(u,v) + (W', 0") = (u+ v, v+ ') et t X (u,v) = (tu,tv) ,

et on remarque que si (uq,...,u,) est une base de E et (v1,...,v,) est une base de
F, alors la famille composée des vecteurs (uq,0), ..., (up,0),(0,v1),...,(0,v,) est
une base de E x F.

Théoréme 5.1. Soit E un R-espace vectoriel et soient Fy, Fy deux sous espaces
vectoriels de E de dimensions finies. Alors Fy + F» est encore de dimension finie,
et

En particulier, Fy et Fy sont en somme directe, a savoir on a F1®F>, si et seulement
si dim(Fy + Fp) = dim(Fy) 4+ dim(F3).

Démonstration. L’intersection F; N F5 est un sous espace vectoriel de E de dimen-
sion finie (puisque sous espace aussi de Fy et Fy). Soit (z1,...,2x) une base de
Fi N Fy. Du théoreme de la base incomplete pour I'inclusion Fy N Fy C Fy on tire
Pexistence de vecteurs zg41, ..., %, dans Fy tels que (z1,...,Zg, ki1, .., Tm) €St
une base de F}, et du théoreme de la base incomplete pour 'inclusion Fy N Fy C Fb,
on tire lexistence de vecteurs Ty 1, .. ., I, dans Fs tels que (21, ..., Tg, Tpt1y- - Tn)
est une base de F5. On affirme alors que la famille

(T1y o Tl Tt Ly e vy Tyny Thok 1y - -+ 5 Ty
est une base de F; + F5. Une telle proposition suffit a démontrer le théoreme
puisque, dans ce cas,
dim(Fl—FFg) =m+n-—=Fk.

Pour montrer que (z1,...,Zg, Tkt .- Tmy Tht1, - - -, Ln) est une base de Fy + Fy
on montre que la famille est a la fois libre et est génératrice pour F; + F5. Le fait
que la famille soit génératrice pour F; + F5 est une évidence puisqu’elle contient les
bases de F; et de F;. Reste donc a montrer que cette famille est libre. Supposons

que
m n
=1 j
Alors

itixi:— Z Ej.’ﬁjGFlmFQ.
i=1 j
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On en déduit que fj =0pour j =k+1,...,n car si Z?’:kﬂ fji“j € F1 N Fy, et
comme (z1,...,2) est une base de Fy N Fy, on obtient qu’il existe Ay,..., Ay € R

tels que
n

k
tj-%j = E Azxz .
+1 =1

Et comme (21, ..., Tk, Thy1,--.,2n) est libre, c’est que Ay = -+ = Ay = tpy1 =

- =1, = 0. Maintenant, si les fj =0pour j=k+1,...,n, alors Z:r;l tix; = 0.
Mais comme (z1,...,Z;,) est aussi une famille libre, c’est que ¢; = 0 pour tout
i =1,...,m. En particulier, on a montré que la seule combinaison linéaire de la
famille

(x17"'7xk"rk+17'"7xm"ik+17"'7j77/)

qui soit nulle, est la combinaison linéaire nulle. La famille

(xlv"'7xka'rk+17'"7mma£k+17"~7jn)

est ainsi libre. Elle est donc a la fois génératrice pour F; + F et libre, ce qui prouve
qu’il s’agit bien d’une base de F; + F5. O

Exercice: Soient Fi, Fy deux hyperplans d’'un R-espace vectoriel E de dimension
n (un hyperplan d’un espace vectoriel de dimension n est un sous espace vectoriel
de dimension n — 1, soit un de moins, cf. Section 8). Montrer que Fy; N Fy # {0}
des que n > 3. Que se passe-t-il lorsque n =2 7

Solution: Supposons n > 3. On a
d1m(F1 + Fz) = dlm(Fl) + dlm(FQ) - d1m(F1 n Fg) .

On raisonne par contradiction et on suppose que Fy N Fy = {0}. Alors dim(F; N
F3) = 0. On aurait donc

dim(Fi + F)=n—-14n—-1=2(n—-1).

Comme Fy + F, C E on a dim(F; + F2) < n. Orn < 2(n — 1) dés que n > 3.
D’ou une contradiction et le résultat pour n > 3. Lorsque n = 2 le résultat cesse
d’étre vrai. Par exemple dans R? P’axe des z et I'axe des y sont deux hyperplans
d’intersection réduite au vecteur nul. [

6. DIMENSION FINIE ET APPLICATIONS LINEAIRES

On rappelle qu'un isomorphisme d’un espace vectoriel E sur un espace vectoriel
F est une application linéaire bijective de E sur F.

Théoréme 6.1. Soient E, F deux R-espaces vectoriels et f € L(E, F) une appli-
cation linéaire de E dans F. Si f est injective et si (x1,...,x,) est une famille
libre de E, alors (f(x1),..., f(z,)) est une famille libre de F. Si f est surjective et
st (x1,...,2,) est génératrice pour E, alors (f(x1),..., f(x,)) est génératrice pour
F. En particulier, si [ est un isomorphisme et si (x1,...,x,) est une base de E,
alors (f(x1),..., f(xy)) est une base de F.

En d’autres termes, une application linéaire injective envoie les familles libres sur
des familles libres, une application linéaire surjective envoie les familles génératrices
sur des familles génératrices et un isomorphisme envoie les bases sur des bases.
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Démonstration. (1) Supposons que f est injective et que (z1,...,2,) est libre.
Soient A1,..., A, € R tels que

Alors f(3°1 Aiwi) = 0 et donc A\jzq +- -+ Az, € Ker(f). Comme f est injective
Ker(f) = {0} et il s’ensuit que A\jz1 + -+ + Az, = 0, et comme (z1,...,2,) est

libre on en déduit que A1 = --- = X\, = 0. Par suite (f(x1),..., f(x,)) est une
famille libre de F.

(2) Supposons que f est surjective et que (z1,...,x,) est une famille génératrice
de E. Comme f est surjective, tout y € F s’écrit y = f(x) pour un certain
x € E. Comme (21,...,xz,) est génératrice pour F, il existe A1,..., A, € R tels

que x = \ix1 + - - - + A\px,. Par suite
y=Af(x1) + -+ A f(zn) -
On en déduit que (f(x1),..., f(x,)) est génératrice pour F.
(3) Qu’un isomorphisme envoie les bases sur des bases est une conséquence de (1)

et (2). O

Corollaire 6.1. Si deux espaces vectoriels sont isomorphes, et l'un de ces espaces
est de dimension finie, alors l’autre l’est aussi et les deux espaces ont méme dimen-
s10M.

Démonstration. Supposons qu’il existe f € L(E,F) un isomorphisme de E sur

F'| et supposons que E est de dimension finie. Soit (ey,...,e,) une base de E.
Comme f est un isomorphisme, donc injective et surjective, (f(e1),..., f(e,)) est
une famille libre et génératrice pour F'. Donc une base de F. Donc F' est aussi de
dimension finie et dim(F') = dim(E). O

Définition 6.1. On appelle rang d’une application linéaire f, et on note Ry(f), la
dimension de Uespace Im(f).

Le théoréme suivant est un des théorémes importants de ’algebre linéaire.

Théoréme 6.2 (Théoréme du rang). Soient E et F' deuz espaces vectoriels de
dimensions finies, et soit f € L(E, F) une application linéaire de E dans F. Alors

dimKer(f) + Rg(f) = dim(E)
ot Ker(f) est le noyau de f, et Rg(f) = dim (Im(f)) son rang.

Un moyen mnémotechnique pour se souvenir qu’il s’agit bien de dimE a droite de
Péquation, et non de dim(F’), est qu’on peut toujours augmenter F' (une application
linéaire de E dans I est aussi une application linéaire de E dans F’ si F’ est un
espace vectoriel qui contient F') alors qu’on ne peut pas a priori augmenter F.

Démonstration. Soit (e1,...,ex) une base de Ker(f). On complete cette base par
des vecteurs (ex1,...,€,) pour obtenir une base (ej,...,e,) de E. Une telle
opération est toujours possible en vertue du théoréme de la base incomplete. On
prétend maintenant que la famille (f(ex+1), ..., f(en)) est une base de Im(f). Tout
d’abord, on constate facilement que cette famille est génératrice pour Im(f). En
effet, pour tout y € Im(f), il existe x € E tel que f(x) = y (par définition méme
de Im(f)). Puisque (eq,...,e,) est une base de E, il existe des ¢; tels que

r=1t1e1+ - +the, .
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Mais alors
y=f(x) =tpprflersr) + - +tuflen)
puisque f(e;) =0sii=1,...,k. Ory est quelconque, et donc (f(e;Hl), R f(en))
est une famille génératrice de Im(f). On affirme par ailleurs que cette famille est
libre. En effet, si
tet1f(en1) + - +taflen) =0
alors
f(thrlekJrl +---+ tnen) =0

et donc tgyiepr1+- - +tne, € Ker(f). Comme (e, ...,ex) est une base de Ker(f),
il devrait ainsi exister des t1,...,tx tels que

tkr1€pr1 + -+ tnen =treg + - + tgeg
soit encore tels que
(=t1)er + -+ (—tr)er +tppreppr + - +Htne, =0

Une telle relation, puisque (ep,...,e,) est libre, impose t; = --- = ¢, = 0.
La famille (f(ek_H), .. .,f(en)) est donc bien libre. On déduit de tout cela que
(f(eks1)s---, f(en)) est une base de Im(F). 1l s’ensuit que dimIm(f) =n —k, et
on a donc bien que dimKer(f) + Rg(f) = dimFE (i.e. que n =k + (n —k)). Le
théoreme est démontré. (I

Proposition 6.1. On a toujours Rg(f) < min (dim(E), dim(F)). Par ailleurs f est
surjective si et seulement si Rg(f) = dim(F). Enfin [ est injective si et seulement
si Rg(f) = dim(E).

Démonstration. Les deux premieres affirmations sont évidentes. La trosiéme suit du
théoréme du rang sachant que Rg(f) = dim(F) < dim (Ker(f)) = 0 < Ker(f) =
{0} < fest injective. O

Corollaire 6.2. Soit E un R- espace vectoriel de dimension finie et f € End(E).
Alors f est un isomorphisme de E sur E si et seulement si f est injective. De
méme, f est un isomorphisme de E sur E si et seulement si f est surjective.

Démonstration. Lorsque E = F, Rg(f) = dim(F) < dim (Ker(f)) = 0 et donc f
injective & f surjective < f isomorphisme. O

Exercice: Soient n € N* et E = R,,[X] l'espace des polynomes réels de degrés
inférieurs ou égaux a n. On considere 'endomorphisme f de E donné pour tout
P eR,[X] par f(P)(X)=P(X +1)— P(X). Déterminer Ker(f) et Im(f).

Solution: Pour tout P € E, P(X +1)— P(X) est encore un polynéme et son degré
est inférieur ou égale a degréP — 1. On a donc bien que f : E — E et on vérifie
facilement par ailleurs que f est linéaire. Supposons maintenant que P € Ker(f).
Alors P(x + 1) = P(z) pour tout z € R. Fixons un 2y € R quelconque. Alors

Q(X) = P(X) — P(x0)

est un polynéme qui a pour zéros: xg, xo+1, xo+2, xo+3 etc. puisque P(xg+1) =
P(xg), P(xo+2) = P(xg + 1) = P(xzg) etc. Donc @ serait un polynéme de degré
inférieur ou égale & n qui aurait une infinité de zéros. C’est impossible sauf si
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@ = 0 est le polynéme nul. Mais alors P est un polyndéme constant. A linverse,
tout polyndome constant vérifie bien que P(X + 1) = P(X). Donc

Ker(f) ={P € E / P est constant} .

On cherche maintenant & déterminer Im(f). On l'a déja dit, on a forcément
Im(f) C R,—1[X]. En vertue du théoréme du rang,
dimKer(f) + dimIm(f) = dim(E)
Comme dimKer(f) = 1, c’est que dimIm(f) = dim(F) — 1. Or dimR,,_1[X] =
dim(E) — 1. Donc
Im(f) =R,-1[X] .
(I

Exercice: Soit £ un R-espace vectoriel de dimension finie n. Montrer qu’il existe
un endomorphisme f € End(E) vérifiant Ker(f) = Im(f) si et seulement si n est
pair.
Solution: Si f existe alors avec le théoréeme du rang

n =dimE = dimKer(f) + dimIm(f) = 2dimKer(f)

et donc n est pair. Réciproquement si n = 2k, on considére (eq, . . ., eax) une base de
E et 'endomorphisme f € End(E) défini par f(e;) = ex4; pour tout 1 <i < k et
f(e;) =0pour tout i = k+1,...2k. Alors Ker(f) =Im(f) = Vect(ekt1,---,eax).
(Il

7. PROJECTEURS

Soient E un R-espace vectoriel et Fq, Fo deux sous espaces vectoriels de E. On
dit que F; et E5 sont supplémentaires dans E si

E=FE &®FE,;.

On appelle alors projection (ou projecteur) sur E; parallelement & Es ’endomorphisme
p € End(FE) de E donné par

{E:El@EgaE
p:
rT=x1+Ty — X1

On vérifie facilement que si p est une projection alors forcément p o p = p. En fait
la condition est aussi suffisante.

Théoréme 7.1. Soient E un R-espace vectoriel et p € End(E) un endomorphisme
de E. Alors p est une projection si et seulement si pop = p. Les sous espaces Ker(p)
et Im(p) sont alors supplémentaires et p est la projection sur Im(p) parallélement
a Ker(p).

Démonstration. On a déja dit que si p est une projection alors p o p = p. Reste
donc & montrer que si pop = p alors Ker(p) et Im(p) sont supplémentaires et p
est la projection sur I'm(p) parallelement & Ker(p). Pour tout x € E on a que

z = (z—p(r)) + p(z)

et x — p(x) € Ker(p) puisque p op = p tandis que p(x) € Im(p). Donc E =
Ker(p) + Im(p). Pour montrer que la somme est directe il suffit de montrer que
Ker(p) N Im(p) = {0}. Six € Ker(p) N Im(p) alors p(x) = 0 et x = p(y) pour
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un certain y € E. Comme pop =p, 0 = p(z) = (pop)(y) = p(y) = x et donc
Ker(p) N Im(p) = {0}. Donc

E = Ker(f)® Im(f)

avec la décomposition = (x — p(z)) + p(z). Clairement p : z — p(x) est alors la
projection sur I'm(p) parallelement & Ker(p). a

Exercice: Soient E un R-espace vectoriel et py, ps deux projections non nulles et
distinctes. Montrer que (p1,p2) est une famille libre de End(E).

Solution: Si (p1,p2) n'est pas libre alors il existe A € R tel que pos = Ap; ou
p1 = Ape. Quitte a intervertir p; et py on peut supposer ps = Ap;. Mais alors
p2opa = A’pyopy et donc py = A?p; puisque pi op; = py et py opy = py. Par suite
A?p; = Ap;. Comme p; est non nulle, il existe z € E tel que pi(x) # 0. Mais alors
A2p1(x) = Ap1(x), puis A2 = X et enfin A = 1 (puisque py est non nulle elle aussi
on a A # 0). Donc ps = py. Or py et py sont distinctes. Une contradiction. Donc,
forcément, (p1,p2) est libre. O

Exercice: Soient F un R-espace vectoriel, v € End(E) et p € End(E) une pro-
jection. Montrer que u et p commutent si et seulement si Ker(p) et Im(p) sont
stables par u, i.e si et seulement si u (Ker(p)) C Ker(p) et u(Im(p)) C Im(p).

Solution: Supposons que u et p commutent, donc que uop = pou. Soit x € Ker(p).
Alors

p(u(z)) = u(p(z)) = u(0) =0
et donc u(xz) € Ker(p) pour tout © € Ker(p). En d’autres termes, Ker(p) est

stable par u. De méme, soit y € Im(p). Alors il existe x € F tel que y = p(x).
Mais alors
u(y) = u(p(x)) = p (u(z)) = p(2)

avec z = u(z) dans E. Donc u(y) € Im(p). En d’autres termes, Im(p) est lui aussi
stable par u. Réciproquement, supposons que Ker(p) et Im(p) sont stables par u.
Comme p est une projection on a E = Ker(p) ® Im(p) (cf. le théoreme précédent)
et p est la projection sur I'm(p) parallelement & Ker(p). Soit € E quelconque. Il
existe y € Ker(p) et z € Im(p) tels que x = y+ z. Comme p(y) = 0 et p(z) = z on
a

u(p(x)) = u(p(y)) + u(p(z)) = u(0) + u(z) = u(2) .
Par ailleurs,
p(u(x)) =p(u(y) +p(u(z) =0+ u(z) = u(z)
puisque p est la projection sur I'm(p) parallelement & Ker(p) et puisque par hy-

pothese de stabilité, u(y) € Ker(p) et u(z) € Im(p). Donc, au final, u (p(z)) =
p (u(z)) pour tout x € E et ainsi p et u commutent. O

Les projections ne se comportent pas trés bien par combinaison linéaire. Par
exemple, si p est une projection non nulle alors —p ne 'est plus car (—p) o (—p) =
p # —p. De méme, le résultat suivant a lieu.

Théoréme 7.2. Soient E un R-espace vectoriel et p, q deux projections de E. Alors
P+ q est encore une projection de E si et seulement sipoqg=qop=0.
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Démonstration. Supposons par I'absurde que p+ ¢ est encore un projecteur. Alors,
puisque p* = p et ¢* = g,
(p+9)?=p+q

={+ael+q

=p*+¢*+pog+qop

=p+q+poqg+gqop
et donc

pogq+qop=0. (7.1)

Mais alors, comme p? = p,

0=po(pog+qop)=pog+pogop

et
0= (poq+qop)op:poqop+qop
et donc
poq=qop. (7.2)
De (7.1) et (7.2) on tire que po g = gop = 0. Réciproquement, si pog=qgop =0,
il suit clairement du développement de (p + q)? que (p+¢)?> =p +q. O

On termine cette section avec le lemme des noyaux. Soit P € R[X] un polynéme
réel. On écrit P(X) = a, X" +ap_1 X"t +---+a1X +ap. Soient E un R-espace
vectoriel et ¢ € End(E) un endomorphisme de E. Alors P(y) est I'endomorphisme
de F donné par

P(g) = an@" + an_1¢" '+ +a1p + aoldg

oi1 ¥ = o- - -op (k fois) et Id g est 'endomorphisme identité de £. Indépendamment,
dire que deux polynéme réels non identiquement nuls P;, P, € R[X] sont premiers
entre eux signifie qu’ils n’ont aucun facteur commun dans leur décomposition en
éléments simples (voir le cours d’intégration). Il y a alors un théoreme de Bezout
pour les polynémes premiers entre eux, comme pour les entiers premiers entre eux,
et deux polyndéme réels non identiquement nuls P, P, € R[X] sont premiers en-
tre eux si et seulement si il existe des polyndmes réels Q1,Q2 € R[X] tels que
P1Qq + P2Q2 =1 (en tout point de R).

Théoréme 7.3 (Lemme des Noyaux). Soit E un R-espace vectoriel et soit aussi
¢ € End(E) un endomorphisme de E. Soient de plus Py, Py € R[X] deux polyndmes
réels non identiquement nuls et premiers entre eux. Alors

Ker(PyPs(¢)) = Ker(Pi(¢)) ® Ker(Pa(p)) (7.3)

avec Ker(Pi(p)) = Im(P2(p)) et Ker(Pa(¢)) = Im(Pi(p)). De plus, les restric-
tions a Ker(Png(gp)) des projections sur un noyau parallélement a Uautre, projec-
tions dont ’existence découlent de (7.3), sont des polynémes en .

Démonstration. On vérifie sans difficulté que

PiPy(p) = Pi(p) o Pa(p) = Pa(p) o Pi(p) -

En particulier, Ker(P;(¢)) et Ker(P»(¢)) sont des sous espaces vectoriels du noyau
Ker(PyP>(p)). Sans perdre en généralité on peut se restreindre & Ker(PyP2(p))
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et donc travailler avec E = Ker(P;P,(¢)). Comme Py, P, sont supposés premiers
entre eux, il existe @1, Q2 € R[X] tels que P1Q1 + P,Q2 = 1. Par suite,

PiQ1(p) + PoQ2(p) =1dg . (7.4)

On note p = P1Q1(p) et ¢ = PoQ2(p). Comme Py Py(p) = 0, puisque maintenant
E = Ker(Png(ap)), on a que Q1Q2P; P2(p) = 0, soit donc que pog =gop = 0.
Avec (7.4), on calcule alors que
p’=po(ldg —g)=pet¢® =qo(ldg —p) =g .

Donc, p et ¢ sont des projecteurs. Comme (7.4) avec (7.4), on a aussi que Ker(p) =
Im(q) et Ker(q) = Im(p). Les inclusions Ker(p) C Im(q) et Ker(q) C Im(p)
s’obtiennent immédiatement a partir de la relation p + ¢ = Idg. Par ailleurs,
comme pog = gop =0 on a aussi que Im(q) C Ker(p) et Im(p) C Ker(gq). D’ou les
égalités. Toujours puisque p + ¢ = Idg, et comme Ker(p) N Im(p) = {0} (puisque
p? = p), on peut alors écrire que

Im(p) ®Im(q) = E .

On remarque maintenant que Ker(P;(¢)) = Im(q) et que Ker(P2(p)) = Im(p). Par
exemple, si z € Im(q), alors = ¢(y) pour un certain y, mais alors (Py(¢))(z) =
Q2P Py(y) = 0 car E = Ker (P P>(¢)). Donc Im(q) C Ker(Pi(¢)). Pour I'inclusion
inverse, si z € Ker(Py(y)) alors z € Ker(p) = Im(q), d’ott I'égalité Ker(Pi(p)) =
Im(q). Par symétrie, Ker(P(¢)) = Im(p). Reste pour définitivement conclure &
remarquer que Im(P;(yp)) = Im(p) et Im(P(¢)) = Im(g). Toujours par symétrie
il suffit de démontrer que Im(P;(p)) = Im(p). Comme Im(p) = Ker(Ps(p)), et
comme P P(¢) = 0, on a que Im(P;(¢)) C Im(p). L’inclusion inverse Im(p) C

Im (P (¢)) étant immédiate puisque (P1Q1(¢))(z) = Pi(¢)(Q1(p)(z)), le théoreme
est démontré. 0

8. HYPERPLANS
On aborde ici, rapidement, la notion importante d’hyperplan.

Définition 8.1. Soit E un R-espace vectoriel. Un sous espace vectoriel H de E
est dit un hyperplan de E s’il existe une droite vectorielle D de E (donc un sous
espace vetoriel de dimension 1 de E) qui est telle que E = H & D.

On dit aussi que H est un hyperplan de F si et seulement si il est de codimension
1. Attention, dans la définition, F n’est pas nécessairement de dimension finie. Le
résultat suivant a lieu.

Théoréme 8.1. Soient E un R-espace vectoriel et H un hyperplan de E. Pour
x € E on note Rz la droite vectorielle de vecteur directeur x. Pour tout x € F\H,
E=H®Raz.

Démonstration. Soit xg € E\H. Il est clair qu’alors HN(Rxzg) = {0}. Donc H &Rz
et il reste & montrer que la somme donne E. Comme H est un hyperplan il existe
x1 € E tel que F = H ® Rxy. Tout y € E s’écrit ainsi y = x + Axq avec © € H et
A € R. Mais donc il existe Zg € H et A\g € R tel que zg = Zg + A\gx1. Forcément
Ao # 0 car ¢ ¢ H. Donc,

$1=)\*$0+ff0,
0
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ou To = —Z¢ € H. Mais alors pour tout y € E, il existe x € H et A € R tels que
Y=+ Ary

A
=x+ —xg+ A\dp
Ao

=T+ pxo ,

ou & =a+ Mg € H et p = A/Xg. Tout vecteur de E s’écrit donc comme somme
d’un vecteur de H et d’un vecteur de Rxy. D’ou £ = H + Rz et donc, au final,
E =H ® Rxyg. O

Le résultat suivant donne plusieurs caractérisations possibles des hyperplans.

Théoréme 8.2. Soient E un R-espace vectoriel et H un sous espace vectoriel de
E. (1) H est un hyperplan de E si et seulement si il est mazimal pour la relation
d’inclusion au sein des sous espaces vectoriels stricts de E, donc si et seulement si
pour tout sous espace vectoriel H de E, H C H implique que H = H ou H = E.
(2) H est un hyperplan de E si et seulement si il existe une application linéaire
f+ E — R (don,c une forme linéaire sur E ), non identiquement nulle, pour laquelle
H = Ker(f).

Démonstration. (1) Supposons que H est un hyperplan de E. Soit H un sous espace
vectoriel de E tel que H ¢ H. Si H # H alors il existe z € H \H. Mais alors,
en vertue du théoréme précédent, E = H & Rz. Or H & Rz C H puisque H C H
et z € H. Donc H = E et, ainsi, H est maximal pour la relation d’inclusion au
sein des sous espaces vectoriels stricts de F. Réciproquement, supposons que H est
maximal pour la relation d’inclusion au sein des sous espaces vectoriels stricts de
E. Soit z € E\H. Clairement H N(Rz) = {0} (pusique z ¢ H) et donc H ®Rz. Si
H = H @ Rz, alors H C H. Donc, comme H est maximal, H = E. En particulier,
H est un hyperplan.

(2) Supposons que H est un hyperplan. Alors E = H®Rz( pour un certain zy € E.
Soit p la projection sur Rz, parallélement a H, et soit f : £ — R définie par le
fait que p(z) = f(x)xo. Comme p est linéaire, f l'est aussi. Et clairement f est
non identiquement nulle et H = Ker(f). Réciproquement, soit f : E — R une
application linéaire non identiquement nulle, et soit H = Ker(f). Comme f n’est
pas identiquement nulle, H # E et il existe g € E\H. Donc f(xg) # 0. Soit x € E
quelconque. Comme f(xg) # 0, il existe A, € R tel que f(x) = A\, f(zo). Mais alors
T — A\zx9 € H, le noyau de f. Et en posant y, = © — A\,2¢ on voit que tout x de
FE s’écrit x = y, + Azxo, donc comme somme d’un vecteur de H et d’un vecteur de
Rxg. Ainsi E = H + Rxg. Clairement H N (Rxzg) = {0} puisque f(zo) # 0. Donc
FE = H ®Rxg et H est un hyperplan. (I

On démontre enfin le résultat suivant qui donne une caractérisation tres simple
des hyperplans en dimension finie.

Théoréme 8.3. Soient E un R-espace vectoriel. Si E est de dimension finie n,
les hyperplans de E sont précisément les sous espaces vectoriels de E qui sont de
dimension n — 1.

Démonstration. Supposons que H est un hyperplan de E. 1l existe alors D de
dimension 1 tel que £ = H & D. Avec le Théoreme 5.1 on obtient alors que
n = dim(H) + 1, et donc que dim(H) = n — 1. Réciproquement soit H un sous
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espace vectoriel de dimension n — 1 de E. Soit (eq,...,e,—1) une base de H. Avec
le théoréme de la base incomplete, il existe e, € E pour lequel (eq,...,en—1,€5)
devient une base de E. Clairement e, ¢ H car sinon la famille (eq,...,e,—1,€,)

serait liée. De fagon toute aussi claire, E = H ®Re,,. Donc H est un hyperplan. [
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CHAPITRE 2
MATRICES ET APPLICATIONS LINEAIRES

On continue de ne considérer que le cas d’espaces vectoriels réels. Formellement,

une matrice réelle & p lignes et ¢ colonnes est une application de {1,...,p} x
{1,...,q} dans R. Concrétement, il s’agit de la donnée de pxgréels a;j, i =1,...,p,
j=1,...,q, et si M est une telle matrice, on écrit M = (a;;) ou M = (a;;);; ou
encore
aip ... G1q
M=
ap1 N Apq

Le terme a la jeme ligne et jeme colonne est a;;. On dit que a;; est le terme général
de M. On note M, ;(R) I'ensemble des matrices réelles & p lignes et g colonnes. Si
p = ¢, on note aussi M,(R) au lieu de M, ,(R), et on parle de matrices carrées.

9. OPERATIONS ELEMENTAIRES SUR LES MATRICES
On définit la somme de deux matrices réelles de M, ,(R) par
a1 ... Qg bin ... big a1 +bi1 ... aig+biy
1 o : :

p1 ... Qpg bpr ... by apt +bp1 ... apg+ by

ce que l'on peut encore écrire sous la forme
(ai;) + (bij) = (aij + b;)

et on définit la multiplication d’une matrice de M, 4(R) par un réel A en posant

air ... A1q /\CL11 “e )\alq

apl ... Qpg Aapt ... Adpg
ce que l'on peut encore écrire sous la forme
AMaiz) = (Aaij) -
L’espace M, ,(R) muni des deux opération internes + et externes x a une structure

naturelle d’espace vectoriel (de dimension pgq).

Définition 9.1 (Transposée). La transposée d’une matrice M de M, (R), notée
tM, est la matrice de M, ,(R) dont les coefficients b;; sont donnés par b;; = aj;
pour tousit=1,...,qetj=1,...,p.

L’opération de transposition réalise un isomorphisme de M, ,(R) sur M, ,(R).
Lorsque p = ¢ la transposition revient a faire une symétrie par rapport a la diagonale
\ (la diagonale existe lorsque p = q).

Définition 9.2 (Produit de deux matrices). Le produit d’une matrice A = (ai;) @
p lignes et q colonnes, avec une matrice B = (b;j) & q lignes et r colonnes, est la
matrice AB = (c;j) a p lignes et r colonnes dont les coefficients sont définis par

q
cij =Y ainby
k=1
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pour tousi=1,...,p,et3=1,...,r

Pour multiplier une matrice A par une matrice B, et donc pour pouvoir écrire
le produit AB, il faut que A ait autant de colonnes que B a de lignes. A titre
d’exemple:

ailr a2
><(bll bi2 b13)

a1 a2 b
21 bao  bog
a3y asz

a11b11 + a12bar  ai11bi2 + a12bas  a11b13 + a12b23
= | a21b11 + ao2bar  a21b12 + a2baa  a21b13 + az2bos
az1bi1 + azaba1  az1biz + azabas  azi1biz + azabas

On vérifie aisément que la proposition suivante a lieu.

Proposition 9.1. Le produit de matrices est distributif par rapport a laddition:
A(B+C)=AB+ AC. Il est aussi associatif: (AB)C = A(BC) et on a enfin que
‘{(AB) =t B'A.

Si A et B sont deux matrices carrées d’ordre n, on peut parler des matrices AB
et BA. Attention le produit de deux matrices n’est pas commutatif au sens ot on
peut tres bien avoir AB # BA. Par exemple

9696
09 ).

Dans le méme ordre d’idée, on peut avoir AB = 0 (matrice nulle) sans pour autant
que soit A = 0 soit B = 0. Par exemple

006 )=0)

Exercice: Pour z € R on note A(

tandis que

(z) la matrice
cos — sm( )
sin(z)  cos(x)
Montrer que pour tous z,y € R, A(x)A( ) = A(z + y). En déduire A(z)"™ pour

tout z € R et tout n € N.

Solution: On a

A(z)A(y) = <CF’S($) —sin(z )> <COS(y)) —sm(y))
(

sin(z)  cos(z) sin(y)  cos(y)
_ (CF)S(x) cos(y) — sin(z) sin(y) — cos(z) sin(y) — sin(z) cos(y))
sin(z) cos(y) + cos(z) sin(y) — sin(x) sin(y) + cos(z) cos(y)
Les formules trigonométriques donnent
cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y)
sin(z + y) = cos(x) sin(y) + cos(y) sin(x)

On trouve donc bien A(x)A(y) = A(z+y). Ensuite, par récurrence, A(z)"™ = A(nx).
O
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Produit AB et produit BA: Soit A € M, ,(R). Pour pouvoir effectuer a la
fois le produit AB et le produit BA il faut que B ait autant de lignes que A a de
colonnes et que A ait autant de lignes que B a de colonnes. En bref il faut donc
que B € M, ,(A). On a alors AB € M,(R) (matrice carrée p x p) et BA € M,(R)
(matrice carrée ¢ x ¢q). A priori AB et BA ne sont donc pas des matrices de méme
taille. Sil’on veut que AB et BA soient dans le méme espace il faut que p = g, et
donc travailler au sein des matrices carrées de méme taille.

10. MATRICES ET APPLICATIONS LINEAIRES

On illustre ici I'idée fondamentale suivante: étant donnés E et F' deux espaces
vectoriels de dimensions finies,

a une application linéaire f € L(E, F), et a deux bases B et B
respectivement de E et F' correspondent une matrice ayant dim(F)
lignes et dim(E) colonnes qui représente f dans les bases B et B’.

En d’autres termes: une matrice s’intérprete comme la lecture d’une application
linéaire dans deux bases, une au départ, une a 'arrivée. De facon plus précise,

notons B = (ey,...,ey) une base de E, et B/ = (é1,...,¢é,) une base de F. Soit
de plus f € L(E, F) une application linéaire de E dans F'. Pour tout j =1,...,m,
notons a;j, i = 1,...,n, les coordonnées de f(e;) dans B’, de sorte que

fleg) =" ayé .
i=1

La matrice de f dans les bases B de E et B’ de F, notée Mpgp/(f), est alors la
matrice a n ligne et m colonnes constituée des a;;.

Définition 10.1. La matrice de [ dans les bases B de E et B’ de F', notée Mpp (f)
et encore appelée matrice de représentation de f dans les bases B et B', est la
matrice dont les colonnes sont constituées des coordonnées dans la base d’arrivée
B’ des images par [ des vecteurs de la base de départ B.

Avec une telle lecture de f, si ¢ € F est un vecteur de E de coordonnées
(z1,...,zm) dans la base B, alors les coordonnées (f(z)1,..., f(z),) de f(x) dans
la base B’ sont données par le produit

f(:c)l a1 . A1m X

f(@)n Anl  ---  Gnm T

ou Mpp/(f) = (aij)i,; est la matrice de f dans les bases B et B'.

Démonstration. On a

f(l') = f(mlel ++xmem)

> xifle;)
=1

J

i(

m
E aij;vj)éi
j=1

j=
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. n ~
puisque f(e;) => . a;;€;. Donc,
f(x)i = anzi + -+ GimTm
pour tout ¢ = 1,...,n, ce qui correspond bien & la formule énoncée ci-dessus. [

Des propriétés élémentaires vérifiées par es matrices de représentations Mpp: (f)
sont les suivantes:

(i) Mpp (f +9g) = Mpp (f) + Mps(g), et
(i) Mg (Af) = AMpp: (f)
pour toutes applications linéaires f et g, et tout réel A.

Exercice: Soient F un R-espace vectoriel de dimension 3 et B = (eq, g, e3) une
base de E. On note f € End(FE) endomorphisme de E dont la matrice de
représentation dans B est

2 1 0
Mes(f) =[-8 -1 1
1 0 -1
(1) Déterminer f(2e; — 3ea + 5es).
(2) Déterminer Ker(f) et Im(f).
Solution: (1) On a
2 1 0 2 1
-3 -1 1 -3l =1 2
1 0 -1 5 -3
Donc, f(2e1 — 3es + Ses) = e1 + 2ea — 3es.
(2) On a
2 1 0\ [« 20 +y
-3 -1 1 yl=|-3rz—-y+=z
1 0 -1 z Tr—z
Donc
2 1 0 T 0
3 -1 1] [y]l=10
1 0 -1 z 0
si et seulement si
2r+y=0
—3r—-—y+2z=0
r—2z=0

soit si et seulement si

z=z
{y = -2z
On trouve donc que
Ker(f) ={ze1 +yea+ze3 [ y= 2w et z =2x}
= {z(e; — 2e2 +e3),x € R}

Donc Ker(f) est la droite vectorielle de vecteur directeur u = e; — 2eq + e3. Le
théoreme du rang donne maintenant que I'm(f) est un plan vectoriel (sous espace
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vectoriel de dimension 2). Il suffit alors de trouver deux vecteurs de Im(f) qui
forment une famille libre pour avoir une base de I'm(f). Par définition méme de
Mpp(f) on a f(e1) = 2e; — 3ez + e3 tandis que f(e2) = e; — ez. Clairement
les vecteurs v = 2e; — 3es + e3 et w = e; — ey forment une famille libre car
A+ pw = (2A + p)er — (BA+ p)ea + Aes de sorte que Av + pw = 0 si et seulement
si A =p =0. Comme v,w € Im(f), on obtient que I'm(f) est le plan vectoriel de
base (v, w). O

Théoréme 10.1. Soient Eq, FEs, E3 trois espaces vectoriels de dimensions finies,
et soient By, Bo, B3 trois bases respectivement de Ei, Fo, et Fs. Soient f €
L(E1,Ey) et g € L(Es, E3) deux applications linéaires. Alors Mp,p,(g o f) =
Mg, 5, (g)M5152 (f)

Démonstration. Cette propriété se vérifie assez facilement. On note Mg, 5, (f) =
(aij)i; et Mp,,(g) = (bij)i;» et on note By = (ef,... e} ), By = (ef,...,€2,), et
Bs = (e3,...,e3.). Alors pour tout j =1,...,n1,

na

1 2

)= E Ak;j €
k=1

tandis que pour tout £k =1,...,ns,
n3
=D _bue]

i=1

On en déduit que pour tout j =1,...,nq,
(909)(e = D3 bsay)e!

i=1 k=1

de sorte que
Mp,5,(g0 f Z bikak;

ce qui correspond bien au produit des deux matrices Mp,g,(g) et Mp,5,(f). Cela
prouve le théoréme. O

11. La NoTiON D’ALCA

Une notion bien utile est la notion d’ALCA d’une matrice. Ici ALCA signifie
“Application Linéaire Canoniquement Associée”.

Définition 11.1 (Définition de PALCA d’une matrice). Soient p,q € N* deux
entiers non nuls. Soit A € M, ,(R) une matrice réelle p x q. L’ALCA f de A est
alors Uapplication linéaire f : RY — RP dont la matrice de représentation dans les
bases canoniques de RY et RP vaut A.

En d’autres termes, si A = (a;;), si By = (e1,...,€4) est la base canonique de
R? et B, = (€1,...,€p) est la base canonique de R, alors Mp, 5,(f) = A et donc

q
E Ti€; :E E a”x]

=1 j=1
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pour tous z1,...,z4 € R. L’ALCA de

1 2 -1
A= (2 -1 1 >
est donc par exemple ’application linéaire de R? dans R? qui, dans les bases canon-
iques (er, e, e3) et (€1,82) de R? et R? est donnée par I’équation
flzer +yex + zes) = (v + 2y — 2)é1 + (22 — y + 2)é2

pour tous z,y, 2z € R.

12. MATRICES INVERSIBLES. PREMIERE APPROCHE

On ne parle de matrice inversible que pour les matrices carrées. Soit donc A une
matrice carrée de M, (R). On dit que A est inversible s'il existe B € M,,(R) telle
que

AB = BA=1d,
ou Id,, est la matrice identité de M,,(R), & savoir
1 0 ... 0
0 1 0
Id,, =
0o 0 ... 1

encore définie par Id,, = (d;5);; ot 6;; = 1 si i = j et d;; = 081 ¢ # j. Les §;
sont appelés symboles de Kroenecker. On montre que l'inverse est unique. On
note B = A~!. La matrice identité Id, a la propriété que pour toute matrice
A e M,(R), Id, A = Ald,, = A.

Théoréme 12.1. Soient E et F' deux R-espaces vectoriels de méme dimension n,
B et B' deux bases respectivement de E et F, et f € L(E,F). Alors f est un
isomorphisme de E sur F si et seulement si Mpg/(f) est une matrice inversible.
De plus, dans ce cas, Mgg/ (f)~' = Mgp(f~1).

Démonstration. (1) Supposons pour commencer que f est un isomorphisme de F
sur F. Alors il existe g = f~1 € L(F, E) tel que go f = Idg et fog=1Idp, ou Idg
et Idp sont les applications linéaires identités de E et de F'. De ces deux formules,
et de la formule de composition des matrices de représentations on tire que

Id,, = Mpp(ldg) = Mg s(g)Mgs (f),
Id,, = Mpp (Idr) = Mpp (f)Mp5(9)
Par suite, Mpp/(f) est une matrice inversible, et Mpp/(f)~t = Mp(f~1).

(2) A linverse, supposons que Mpp/(f) est inversible. Notons (b;;);; la matrice
inverse de Mpp/(f), et notons e; les vecteurs de B et e} les vecteurs de B’. On
construit une application linéaire g € L(F, E') en posant

n
g9(e;) = ijiej
j=1
pour tout ¢ =1,...,n. Alors, par construction méme de g,

Mps(g) = Mp/(f)~" .
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De la formule de composition des matrices de représentations on tire alors que
Mps(go f) = Mp(9)Mps (f) = Id,,
Mps (fog) = Mpp(f)Mp5(g) =1d, .

Donc, go f =1Idg et fog =1dp, ce qui prouve que f est un isomorphisme. D’ou
le théoreme. (I

Avec les idées développées dans la preuve ci-dessus (& une matrice et deux bases
correspondent une application linéaire ayant cette matrice pour lecture dans les
bases) on peut montrer qu’il suffit de demander une seule des deux relations AB =
Id,, ou BA = 1d,, dans la définition de I'inversibilité d’une matrice.

Corollaire 12.1. S’il existe B € M, (R) telle que AB = Id,,, alors BA = Id,, (et
vis versa). En particulier, A est inversible et B = A~L.

Démonstration. Posons E = R™. On note B une base de R", et on considere
f € End(R™) et g € End(R™) tels que Mpp(f) = A et Mgp(g) = B. Supposons
que BA =1d,,. Alors go f = Idgn, et il s’ensuit que f est nécessairement injective
(on remarque que f(z) = f(y) = go f(z) =go f(y) = x =y). Dongc, cf. Chapitre
1, f est un isomorphisme et (cf. théoréme précédent) A est inversible. Méme genre
de raisonnement si on suppose que AB = Id, car alors f o g = Idg» et f est
automatiquement surjective. Le corollaire est démontré. O

Exercice: Soit

1 0 2
A=(0 -1 1
1 -2 0

Calculer A% — A. En déduire que A est inversible et déterminer A~".

Solution: On a

1 0 2\ /1 0 2 3 —4 2
A2=10 -1 1 0 -1 1|=1(1 -1 -1
1 =2 0/ \1 =2 0 1 2 0

et
1 0 2\ /3 -4 2 5 0 2
A =10 -1 1|1 -1 -1]=1]0 3 1
1 =2 0/ \1 2 o0 1 -2 4

On trouve alors A% — A = 4Ids. Soit B = %(A2 — Id3). Alors AB = BA = Ids.
Donc A est inversible d’inverse A~! = B. O

Théoreéme 12.2. Si A, B € M, (R) sont deuz matrices inversibles, alors AB est
inversible et (AB)™1 = B71A~1.

Démonstration. On a
AB x (B7'A™Y) = A(BB 1)A™!
= (Ald,)A™!
=AA"!
=1d, ,

ce qui prouve le théoréme. [
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13. CHANGEMENT DE BASE

Il s’agit dans cette section importante de décrire la changement de matrice de
représentation d’'une application linéaire donnée par changement de bases.

Définition 13.1 (Matrice de changement de base). Soient E un espace vectoriel
de dimension finie n, et B = (e1,...,e,), B = (é1,...,8,) deuzx bases de E. On
note ® 5 l'isomorphisme (endomorphisme bijectif) de E défini par:

Ppple) =é

pour touti =1,...,n. La matrice de passage de la base B a la base B, notée My . 5,

est, par définition, la matrice Mpp(®gzz), représentant la lecture de ® g5 dans la
base B.

En d’autres termes, la matrice de passage d'une base B a une base B est la
matrice de lecture dans B de I'isomorphisme qui envoie les vecteurs de B sur les
vecteurs de B.

Les colonnes de My _, 5 sont constituées des coordonnées des vecteurs de B
dans B. Avec les notations précédente, soit ® g, 'isomorphisme de E défini par:
®;5(6;) = e, pour tout ¢ = 1,...,n. On a alors Pz 0 Ppp = PppoPps = Idg.
En particulier:

Lemme 13.1. My 5 est inversible et M~ - = Mpp(®g) = Mg_,5-

Démonstration. Seule la derniere égalité est & démontrer. Posons MB = (aij)i;
et Mg 5 = (bij)ij- Alors & = > ajie; pour tout i et e; = Y7 1bJ,ej pour
tout 7. Donc

E aje; = g aji g brjér
j=1
= E E bijaj; | €k ,
k J

ce qui prouve que Z?Zl bijaj; = Ok; pour tous i, k. Donc My, x My 5 =1d, et
le lemme est démontré. ([

Lemme 13.2. La matrice de passage My_, 5 envoie les coordonnées d’un vecteur
x dans B sur les coordonnées de x dans B.

En d’autres termes, pour tout = € E de coordonnées x; dans B et #; dans B, on
a que

I ail e A1n X1

Ty ani ... Qpn In

ol1, dans cette relation, la matrice des a;; est la matrice de passage de B a B, a
savoir
a1 fe QA1n
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Attention & l'inversion (la matrice de passage de B & B envoie les coordonnées des
vecteurs dans B sur leurs coordonnées dans B).

Démonstration. Puisque My s = Mpg(P,z5), on a que

n
ej: E aijei
i=1

pour tout j. On écrit alors que

Jj=1
n n
= E i‘j E Ai;€4
j=1 i=1
n n
= g a;i;Z; | e
i=1 \j=1
de sorte que x; = Z?Zl a;; &, ce qui démontre le lemme. O

Théoréme 13.1 (Théoreme de changement de base). Soient E, F deux R-espaces
vectoriels de dimensions finies, By, By deux bases de E, et By, Bl deux bases de F.
Soit aussi f € L(E, F) une application linéaire de E dans F. Alors

MBQBQ (f) = Mgil_ﬂgéMBlB’l (f)MB1—>Bz

ou Mg, ., est la matrice de passage de la base By a la base Ba, et Mgflﬁgfz est la
matrice de passage de la base By a la base B.

On pourra se souvenir de l'ordre des matrices dans ce théoreme a ’aide du
diagramme commutatif suivant:

My, g (£)
B, & B,
MBlaBz 1\ T MB’lﬁBé
Mszs’z(f)

B, B,

Démonstration. Soit x un vecteur de E. Notons V! la matrice colonne composée
des coordonnées de = dans la base By, et V2 la matrice colonne composée des
coordonnées de x dans la base Bs. Si y € F, on note de méme Vy1 la matrice
colonne composée des coordonnées de y dans la base B, et V; la matrice colonne
composée des coordonnées de y dans la base B}. On a alors

1 2 1 2
V, =Mp,B,V, et Vy = MBQHBQVy .
Dans le méme ordre d’idées on a que

Vi = Mg, (V) et Vi) = Mg,s (f)Vy .
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On écrit alors que
2 ar—1 1 . 1_ 2
Vf(m) = MB,1_>B,2Vf(w) puisque V,; = Mp; 5,V
-1 .
= MB’1—>B’2 MB1B§ (f)vzl puisque Vfl(x) = MB1B’1 (f)vxl
= MB_/11_>B/2M816£ (f)MB1—>Bz Vgg2 puisque Vacl = M31—>52V102
Donc, pour tout x de F,
2 -1 2
M,y (F)Vi = Mg, g, M, 3, (f) M, 5,V
puisque VfZ(l_) = Mp,p;(f)V;?. En prenant successivement z tel que x a pour coor-
données (1,0,...,0), (0,1,...,0), ..., (0,...,0,1) dans B, on en déduit que
-1
MBQBQ, (f) = MBQ—>B§M313’1 (f)M51~>82
ce qui prouve le théoréme. ([l
Un cas particulier du théoréeme est donné par le résultat suivant.

Théoréme 13.2 (Théoréme de changement de base dans le cas F' = E). Soient E
un R-espace vectoriel de dimension finie, B, B’ deux bases de E, et f € End(E) un
endomorphisme de E. Alors

Mg (f) = Mgl 5 Mps(f)Mp_s

o Mp_,p est la matrice de passage de la base B a la base B'.

Deux matrices carrées M, M’ € M,,(R), reliées par une relation du type
M =A"MA,
ou A € M, (R) est inversible, sont dites semblables. On vérifie facilement qu’il
s’agit la d’une relation d’équivalence. On vérifie tout aussi facilement que deux

matrices sont semblables si elles représentent le méme endomorphisme mais dans
deux bases différentes.

Exercice: Soit f € L(R3,R?) I'application linéaire de R? dans R? dont la matrice
A dans les bases canoniques By = (u1,usz,u3) et By = (v1,v9) de R3 et R? est

donnée par
2 -1 1
A= (3 2 —3)

Uy = Ug +uz, Uz = U1 + Uz, U3 = U1 + U2,
U1 = v1 + Vg, V9 = V1 — Vg .

On note

Montrer que les familles B = (U1, Us,Us) et By = (01, D2) sont des bases de R? et
R?, et déterminer la matrice A de f dans ces bases.

Solution: B; est composée de 3 vecteurs en dimension 3. Il suffit donc de vérifier
que B; est libre. On a Aty + ptiz + vag = 0 si et seulement si

(1 +v)ur+ (A +v)uz + (A + puz =0
et comme (u,ug,u3) est une base, on trouve que
p+v=20
A4+v=0
A4+p=0
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En additionnant les deux premieres équations, et grace a la derniere, on voit que
forcément v = 0. On trouve ensuite facilement que nécessairement A = y = v =
0. Donc B; est libre et ensuite (puisqu’elle comporte autant de vecteurs que la
dimension) l’;’l est une base de R3. Méme raisonnement pour Bg. Il y a deux vecteurs
en dimension 2. Il suffit donc de vérifier que By est libre. On a Aoy + uog =0 siet
seulement si

A+ v+ (A= p)ve =0

et comme (v1,v2) est une base, on trouve que

A+ p=0

A—p=0.
En additionnant les deux équations on voit que A = 0 puis que A = p = 0. Donc 62
est libre et ensuite (puisqu’elle comporte autant de vecteurs que la dimension) Bs

est une base de R?. Les matrices de passage de B; & 5’1 et de By a Bg sont données
par

01 1 L1
My 5 =1 0 1] et MBﬁBz:(l _1>
110

On saura tres bientét comment procéder pour Uinverse (et le calcul est trés facile

en dimension 2): on a
1 1 1
1 _ 1
M32—>[§2 92 % (1 —1)

Le diagramme de changement de bases s’écrit ici (avec les notations de lexercice):

M
B, 8185 (f) By

MBl %8’11 I T MBQ %3’42

L Mg, ()
S 2

Le théoreme de changement de base donne donc que
M1§1B2(f> MB IHB Mlngz(f)MBl_u;l

Donc
A pr—

5

Il
w\»—‘
== O
=
O = =

A6
)
( 6

%)
~1/2 3/2 3
12 3/2 —2>

Tt
i

Il
/\ N = 1\9\»—*
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14. MATRICES INVERSIBLES. DETERMINANTS

Pour ne pas perdre trop de temps, on énonce les résultats de cette section sans
preuve. On renvoie au cours de premiere année pour plus de détails.

Soit m € N un entier naturel. Par définition, une permutation de {1,...,n} est
une application bijective de {1,...,n} dans {1,...,n}. On note P, 'ensemble des
permutations de {1,...,n}. L’ensemble P, a n! éléments. Si o € P, le signe (o)
de o est le réel valant —1 ou +1 défini par

H1§i<j§n (U(i) - U(j))
e(o) = —
H1§i<j§n (’ - J) :
Si (o) = —1, on parle de permutation impaire. Si e(o) = +1, on parle de per-
mutation paire. On vérifie que e(7 o o) = €(7)e(0). Une transposition de P, est

une permutation qui n’échange que deux éléments. Le signe d’une transposition est
toujours —1.

Lemme 14.1. Toute permutation de P, se décompose (de fagcon non unique) en
composition de transpositions. Le signe de la permutation est alors (—1)* ot k est
la nombre de transpositions qui interviennent dans cette décomposition.

On adopte alors la définition suivante du déterminant d’une matrice carrée.

Définition 14.1. Soit A = (a;j)i; une matrice carrée réelle d’ordre n. Par
définition, le déterminant de A est le réel det(A) défini par

det(A) = Z €(0)a15(1) - - - no(n)
cEPp

soit encore det(A) =3 cp e(0) ([T o) -

A partir de cette formule on obtient par le calcul les déterminants suivants (cas

n=2etn=3). A savoir:
det <Z 2) =ad — be

Pour le voir on remarque que les permutations de Py sont au nombre de 2 et données

par
12y (1 2
1 2 ' 2 1) °
Deux permutations de signes respectifs +1 et —1. De méme
air a2 as
det | a21 a2 a23 | = ai1a22a33 + asazaaiz + aipazzas;
aszr azz2 ass
— (31022013 — (21012033 — 132023011

Pour démontrer cette formule on remarque que les permutations de P3 sont au
nombre de 6 et données par

3

2 )

(23 G
(521) )

N =N
N W W W
~
T N N
N~ = =
W N W
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qui sont de signes respéctifs +1, —1, —1, —1, +1, +1. Un moyen mnémotechnique
pour ce souvenir de cette formule:

det(A) — . Y . + Y . . + . . Y

Des propriétés élémentaires du déterminant sont les suivantes:
(i) det(Id,) =1,
(ii) det(AB) = det(A)det(B) ,
(iii) det(*A) = det(A).
En particulier, on déduit de (i) et (ii) que si A est inversible, alors det(A) # 0 et

(IV) d@t(A_l) = #(A)'

Le théoreme suivant donne toute sa puissance a la notion de déterminant.
Théoréme 14.1. Une matrice carrée A est inversible si et seulement si det(A) # 0.
En particulier, le résultat important suivant a lieu.

Corollaire 14.1. Soient E,| F deux R-espaces vectoriels de méme dimension n, B
une base de E, B une base de F et f € L(E,F) une application linéaire de E sur
F. Alors f est un isomorphisme si et seulement si detMz5(f) # 0 et dans ce cas

Mpg(f~") = Mgg(f)~".

Exercice: Soient p < n deux entiers, A € M, ,(R) une matrice & n lignes et
p colonnes et B € M, ,(R) une matrice & p lignes et n colonnes. Montrer que
det(AB) = 0.

Solution: Soient E, F' deux R-espaces vectoriels de dimensions respectives n et p,
B une base de E et B une base de F. On note f € L(E, F) application linéaire de
E dans F' donnée par 1'équation My;(f) = B et g € L(F, E) I'application linéaire
de F dans E donnée par I’équation Myzz(g) = A. Alors, par composition,

Mpp(go f) = AB .

On a clairement que

Rg(go f) < Rg(g) -
En vertue du théoreme du rang, Rg(g) < p (dimension de 'espace de départ F).
Or p < n, donc Rg(go f) < n. On en déduit que go f € L(E,E) n’est pas
surjective, puis qu’elle n’est donc pas bijective. Par suite det (Mpg(go f)) =0 et
donc det(AB) = 0. O

D’autres propriétés des déterminants sont les suivantes. Notons A = (a;;);,; une
matrice réelle carrée d’ordre n, i.e. un élément de M, (R). Soit de plus ¢ une
permutation de P,. On note

A% = (aig(j))ij et Ay = (ag(i);)ij
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de sorte que A° consiste a effectuer une permutation sur les colonnes de A suivant
o, tandis que A, consiste a effectuer une permutation sur les lignes de A suivant
o. Alors
det(A7) = det(Ay) = e(o)det(A) .

Indépendamment, on pourra montrer qu’on ne change pas un déterminant en
ajoutant & une des lignes (resp. colonnes) de la matrice un multiple d’une autre
ligne (resp. colonne). Pour finir, si A est un réel, et si A est une matrice carrée
d’ordre n, on a que det(AA) = A"det(A), tandis que si on se contente de ne mul-
tiplier qu’une ligne ou qu’une colonne de A par A alors le déterminant de cette
nouvelle matrice vaut Adet(A). Avec ces régles on peut se débrouiller pour placer
des zéros sur une ligne donnée de la matrice sans changer son déterminant.

Définition 14.2. Soit A = (a;;);; une matrice réelle carrée d’ordre n, i.e. un
élément de M,,(R). Etant donnési,j € {1,...,n}, on appelle mineur de a;;, et on
note Ayj;, le déterminant de la matrice carrée d’ordre n — 1 obtenue a partir de A
en supprimant la iéme ligne et la jéme colonne de A. On appelle cofacteur de a;j,
le réel (—1)"IA,;.

Le théoreme de développement suivant a lieu.

Théoréeme 14.2. Soit A = (ai;)i,; une matrice réelle carrée d’ordre n. FEtant
donnés i,j € {1,...,n},
n n
det(A) = Z(—l)iJrjaiinj et d@t(A) = Z(—l)iJrjaiinj .
j=1 i=1
Dans la premiere formule on développe le déterminant suivant la ieme ligne, et
dans la seconde on développe le déterminant suivant la jéme colonne.

On aura bien sir tout intérét a choisir la ligne ou la colonne qui comporte
le plus de zéros. A partir de ces formules, et de la formule générale donnant
le déterminant d’une matrice d’ordre 3, on calculera facilement le déterminant
d’une matrice d’ordre 4 (et ainsi de suite...) Il suit facilement du théoreme de
développement que le résultat suivant a lieu. Une matrice carrée est dite diago-
nale, nous reviendrons sur cette notion lorsque nous parlerons de diagonalisation,
si tous ses termes sont nuls sauf peut-étre les termes diagonaux. Donc A = (a;;)
est diagonale si a;; = 0 deés que ¢ # j. Une matrice A = (a;;) est dite triangulaire
inférieure si a;; = 0 dés que j > i. Une matrice A = (a;;) est dite triangulaire
supérieure si a;; = 0 dés que ¢ > j. Si A est triangulaire supérieure (respectivement
triangulaire inférieure) alors ' A est triangulaire inférieure (respectivement triangu-
laire supérieure). Les matrices diagonales sont a la fois triangulaires inférieures et
supérieures.

Théoréme 14.3. Le déterminant des matrices carrées diagonales, triangulaires
inférieures et triangulaires supérieures est égal au produit des termes diagonauz de
ces matrices.

Démonstration. Comme det(*A) = det(A), et puisqu’une matrice diagonale est tou-
jours triangulaire, il suffit de démontrer le théoréeme pour les triangulaires inférieures.
Si A = (a;) carrée n x n est triangulaire inférieure, la premieére ligne de a est con-
stituée de aq1 suivi de 0. En développant le déterminant suivant cette prmiere ligne
on trouve que det(A) = aj1det(A;), out A; est la matrice carrée (n — 1) x (n — 1)
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obtenue a partir de A en supprimant la premiere ligne et la premieére colonne de
A. Cette matrice A; est encore triangulaire inférieure et sa premiere ligne est
constituée de agy suivi de 0. Le méme procédé de déveoppement du déterminant
suivant la premiére ligne donne que det(A) = ajjasadet(As), ot Ay est la matrice
carrée (n — 2) x (n — 2) obtenue & partir de A; en supprimant la premiére ligne et
la premieére colonne de A;. La premiere ligne de As est constituée de azsz suivi de
0. On recommence a développer suivant cette premiere ligne et ainsi de suite. Le
processus s’arréte en temps fini et on obtient au final que det(A4) = a1 X -+ X anp
comme annoncé. Le théoreme est démontré. (Il

Il existe une formule remarquable qui donne l'inverse des matrices carrées. Il
s’agit du théoreme suivant.

Théoréme 14.4. Si (A;;)i; est la matrice des cofacteurs, donc A;; = (—1)"HI A5,
et si A est inversible, donc si det(A) # 0, Uinverse de A est donnée par la formule

sutvante:
1 1

= oy ki

ot '(Aij)i,; est la transposée de la matrice des cofacteurs.

Une application simple de ce dernier théoreme est la suivante: Une matrice 2 x 2

donnée par
a b
=2 )

est inversible si et seulement ad — bec # 0 et, dans ce cas,
- 1 A —Ap
Al:ad—cht<A21 A22)
_ 1 ot ( d —c)
ad — be b a
_ 1 o (d —b>
ad — be - a)’

15. TRACE D’UN ENDOMORPHISME

Si A = (a;)i,; est une matrice carrée réelle d’ordre n, i.e. un élément de M,,(R),
on définit la trace de A comme étant le réel donné par la relation

n
tI‘(A) = Z Aig -
i=1
Le résultat suivant a lieu.

Lemme 15.1. Pour toutes matrices A, B € M, (R), tr(AB) = tr(BA). En par-
ticulier, deux matrices semblables M, M’ € M, (R), c’est a dire relies par une
relation du type M' = A7YMA, ou A € M, (R) est inversible, ont méme trace.

Démonstration. On écrit A = (aij)id, B = (bij)i,jy AB = (Cij)i,j et BA = (dij)i,j~
On a

n n
cij =Y airbj et dij = Y _ bigax;
k=1 k=1
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pour tous ¢, j. Donc

n

n n o on
= Z a;kbr; et tr(BA) = Z szkaki

i=1k—1 i=1 k=1

et en inversant les roles de ¢ et k dans la seconde expression on obtient la premiere
des deux affirmations du lemme. Pour ce qui est de la seconde, on écrit avec la
premiere que

tr(A"*MA) = tr(A™YAM) = tr(M) .
D’ou le résultat. (|

Ce lemme, et la formule de changement de base pour les endomorphismes, permet
d’obtenir la définition suivante de la trace d’un endomorphisme.

Définition 15.1. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. Soit f € End(E)
un endomorphisme de E. On définit la trace de f par

tr(f) = tr(Mss(f))

ou B est une base quelconque de E. La définition fait sens car si B et B sont
deuz bases de E, les matrices Mpp(f) et Mp i (f) sont semblables (formule de
changement de bases pour les endomorphismes) et elles ont donc mémes traces en
vertue du lemme ci-dessus.

Exercice: Soient A, B € M,,(R) deux matrices carrées d’ordre n.

(1) On suppose que tr(A*A) = 0. Qu'en déduit-on sur A ?

(2) On suppose que tr(AM) = tr(BM) pour toutes les matrices M € M, (R). Que
peut-on dire de A et B 7

Solution: (1) Ecrivons A = (a;;), "A = (b;;) et A'A = (¢;;). On a b;; = a;; pour
tous 4, j. Par multiplication des matrices,

n
Cij = E a,-kbkj .
k=1
Par suite,

DDA I

i=1 k=1 i=1 k=1
Donc tr(A*A) = 0 si et seulement si a;; = 0 pour tout i et tout k, et donc si et
seulement si A = 0 est la matrice nulle.

(2) Soient ig, jo quelconques fixés. Ecrivons A = (a;j), B = (b;;) et notons
M(8)iyj, la matrice dont les coefficents \;; vérifient A, ;, = 1 et \;; = 0 sinon.
Ecrivons AM((S)inO = (Cij) et BM((S)igjo = (dlj) Alors Cij = 22:1 aik/\k]‘, et

donc
) 0sij#jo
Cij = .. .
aiio S17=7Jo -
De méme, d;; = Y ;_, bigAj, et donc

4 — 0 st j # Jo
i = T
bii, 81 Jj = Jo -



46 EMMANUEL HEBEY

Par suite, tr(AM(6)yj,) = tr(BM(d)iyj,) si et seulement si ajiiy = bjgio- Si

tr(AM) = tr(BM) pour toutes les matrices M € M,,(R) alors, en particulier,
tr(AM(d)’iojo) = tr(BM((S)iojo)

pour tous g, jo. Comme iy et jo sont quelconques, on voit que tr(AM) = tr(BM)
pour toutes les matrices M € M, (R) si et seulement si A = B. O
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CHAPITRE 3
RANG D’UNE MATRICE

Soient p, ¢ deux entiers, et soit A € M, ((R) une matrice réelle & p lignes et
¢ colonnes. Soit aussi k un entier tel que k& < min(p, ¢). On appelle sous matrice
carrée d’ordre k de A toute matrice réelle carrée M d’ordre k, qui s’écrit sous la
forme

M = (ai;,)
ou s,t parcourent {1,...,k}, lesiy,..., i sont une selection d’indices dans {1, ..., p},
et les j1,...,jx sont une selection d’indices dans {1,...,q}.

En d’autres termes, une sous matrices carrée d’ordre k < min(p, ¢) d’'une matrice
A a p lignes et g colonnes est n’importe quelle matrice carrée d’ordre k£ que 1’on
obtient & partir de A en supprimant p — k lignes et ¢ — k colonnes dans A (ou, de
fagon équivalente, en sélectionnant k lignes et k colonnes dans A). Si par exemple

a11 Q12 a1z G4 Aais
A= a1 Q22 A23 0G24 dA2s
a3z; G32 33 a34 Aa35
a41 Q42 Q43 Q44 Q45

ai2 a3 dais
et M= |asy as3 ass

A42 Q43 Q45

alors M est la sous matrice 3 x 3 de A obtenue en supprimant a A la ligne 2 et les
colonnes 1 et 4 (ou de fagon équivalente en selectionnant dans A les lignes 1, 3, 4
et les colonnes 2, 3, 5):

a1 a2 a3 a4 Aais
A= a21 @22 G223 G24 Q25
aszr Qg2 agz aAz4 Aa3s
41 Q42 Q43 (44 Q45

en rouge ce qui est supprimé.

16. DEFINITION DU RANG D’UNE MATRICE

Définition 16.1. Soient p, q deuz entiers, et soit A € M, 4(R) une matrice réelle
non nulle a p lignes et q colonnes. Le rang de A, noté Rg(A), est par définition le
plus grand entier r < min(p, q) pour lequel on peut trouver une sous matrice carrée
d’ordre r de A qui soit inversible.

Par convention, on pose Rg(A) = 0 si A est une matrice nulle. Dés que A est
non nulle, Rg(A) > 1 (il y a au moins une sous matrice 1 x 1 qui soit inversible. .. &
savoir au moins un coefficient de A qui est non nul). Une définition équivalente du
rang Rg(A) de A est

Rg(A) = max{r € N/ 3M S.M.C. d’ordre r de A avec det(M) # O} )
ou S.M.C. signifie “Sous Matrice Carrée”. Si p = ¢, on a bien stur que A est inversible
si et seulement si Rg(A) = p.
Exercice: Soit a, b, ¢ trois réels non tous nuls et soit la matrice

a2 ba ca

A= |ab b ¢b
ac be

Calculer le rang de A.
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Solution: Le déterminant de cette matrice vaut

A = a?b? A + a*b?P 4 a®b2 P — a®b?P — a?bP — a*hPP =0 .
La matrice n’est donc pas de rang 3. Notons A;; le déterminant de la matrice out
I'on a supprimé la iéme ligne et la jéme colonne. Alors

A =22 =02, Ajg = abc® — abc® |, A3 = ab’c — ab’c

A1 = bac? —bac® |, Aoy = a’c? — a%c? , Agg = a’be — a’be

Ay = blac — b2ac , Asy = a’be — a®be , Ags = a®b® — a’b? .
Tous les sous déterminants 2 x 2 sont donc nuls. Donc le rang de la matrice n’est
pas non plus égal & 2. Comme (a, b, c) # (0,0,0) le rang de la matrice est au moins

égal & 1 (un des coefficients de la matrice est non nul). On en déduit que Rg(A4) = 1.
O

17. RANG DES MATRICES ET DES APPLICATIONS LINEATRES
Le théoreme suivant est un des résultats importants de ’algebre linéaire.

Théoréme 17.1 (Théoréme fondamental sur le rang des matrices et des applica-
tions linéaires). Soient E et F deux espaces vectoriels de dimensions finies, B une
base de E, B une base de F, et f € L(E,F) une application linéaire de E dans F.
Alors

Rg(Mpyg(f)) = Ry(f) -
En d’autres termes, le rang d’une application linéaire coincide avec le rang de ['une
quelconque de ses matrices de représentations.

La preuve de ce théoreme est difficile. On la donne en appendice de ce chapitre.

Exercice: Soient £, F' deux R-espaces vectoriels de dimensions respectives 4 et 3,
B une base de E, B une base de F, f € L(E, F) une application linéaire de F dans
F et A = Mgz la matrice de représentation de f dans B et B donnée par

1 3 a p
A= 2 -1 2 1
-1 1 2 0

ou «, 8 sont deux réels. Déterminer les valeurs de « et 8 pour lesquelles f est
surjective.

Solution: En vertue du theéréeme fondamental sur le rang des matrices et des
applications linéaires il suffit de trouver les valeurs de « et 8 pour lesquelles la
matrice A est de rang 3 (f est surjective si et seulement si Rg(f) = 3). La matrice
A a quatre sous matrices 3 x 3 que ’on obtient en supprimant les colonnes 1, puis
2, puis 3, puis 4. Les quatre sous matrices 3 x 3 de A sont donc les matrices:

3 a p 1 o g
Ai=|-1 2 1] , Aa=1]2 2 1

1 2 0 -1 2 0

1 3 p 1 3 «

As=1[(2 -1 1], Au=|2 -1 2
1 1 0 1 1 2
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Leurs déterminants sont donnés par
detA; =a —48 -6, det(As) =68 —a —2
det(Ag) = B —4 s det(A4) =a—22.

Il est donc déja clair que A est de rang 3 si @ # 22 ou f # 4 puisque dans le
premier cas detA; # 0 tandis que detAsz # 0 dans le second. Reste a remarquer
que si a« = 22 et § =4 alors det(A4;) = det(A3) = det(As) = det(Ay4) = 0. Donc f
est surjective si et seulement si o # 22 ou 3 # 4. |

18. MATRICES EQUIVALENTES
On commence par donner la définition de deux matrices équivalentes.

Définition 18.1. Soient p, ¢ deuz entiers, et soient A, B € M, ,(R) deuzr matrices
réelles a p lignes et q colonnes. On dit que les matrices A et B sont équivalentes
s’il existe une matrice P € My,(R) carrée inversible d’ordre p, et une matrice

Q € My(R) carrée inversible d’ordre g, telles que B = PAQ.

On vérifie que cette relation est bien une relation d’équivalence: a savoir refléxive,
symétrique et transitive. En posant P = Id, et () = Id,, on voit qu'une matrice
A est bien équivalente & elle-méme. Par ailleurs, si B = PAQ, et si P et (Q sont
inversibles, alors A = (P71)B(Q™!) de sorte que si A est équivalente & B, alors B
est équivalente & A. Pour finir, si B = PAQ), et si C = PBQ, alors

C = (PP)AQQ) .

Le produit de deux matrices inversibles étant encore une matrice inversible, PP et
QQ sont des matrices inversibles. Il suit que si B est équivalente & A, et si C est
équivalente a B, alors C est équivalente a A. La relation d’équivalence de matrices
est bien une relation d’équivalence.

A titre de remarque, considérons FE, F deux espaces vectoriels de dimensions
finies, considérons By, By deux bases de E, et considérons By, By deux bases de F.
Considérons de plus f € L(F, F') une application linéaire de E dans F'. Les matrices
de représentations My 5z (f) et My 5 (f) sont alors équivalentes. Cette propriété
suit du théoreme de changement de bases pour les matrices de représentations.
Donc:

Proposition 18.1. Etant données deuxr matrices de représentations d’une méme
application linéaire, elles sont toujours équivalentes.

Une autre remarque élémentaire est la suivante. Etant donnés s et ¢ deux entiers,
notons O, ; la matrice nulle & s lignes et ¢ colonnes. Notons de méme Id,. la matrice
identité r x r. Pour p et g deux entiers, et r < min(p, ¢), on construit la matrice
A, de Mpq(R) en posant

1d Oy g
A — T r,q—7T .
" <Opr,r Opfr,qfr
Alors, clairement, A, est de rang r. C’est méme la plus simple des matrices de
rang 7 que 'on puisse imaginer. .. Le théoreme qui suit est une réciproque a cette

remarque: puisqu’il affirme que toute matrice de My,(R) qui est de rang r est
équivalente a A,.
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Théoréme 18.1. Si une matrice A € Mp,(R) est de rang r, alors elle est équivalente

a la matrice
Id Or.o—
Ar — T r,q—T >
<OpT,T Op*’l",Q*T

ou Id, est la matrice identité r x r, et Oz est la matrice nulle a s lignes et t
colonnes.

Démonstration. On considere E et F' deux R-espaces vectoriels de dimensions re-
spectives ¢ et p, By une base de E, et B; une base de F. On considére de plus
f € L(E, F) définie par la propriété que My g (f) = A. Le théoréme du rang nous
dit que
dimKer(f) + Rg(f) = dimFE ,

tandis qu’il suit du théoréme précédent que Rg(f) = r, ou r = Rg(A). Ainsi,
dimKer(f) = ¢ — r. En utilisant le théoréme de la base incompléte, en considérant
une base de Ker(f) puis en la complétant, on construit facilement une base By =
(e1,....€2) de E pour laquelle (e2,,,...,€2) est une base de Ker(f). Il suit que
la famille (f(e?),..., f(e2)) est une base de Im(f). Elle est en effet clairement
génératrice pour Im(f), et elle a autant d’éléments que la dimension de Im(f)
(qui vaut, par définition, Rg(f)). On applique de nouveau le théoreme de la base
incomplete pour fabriquer une base By de F' dont les r premiers vecteurs sont les
f(e?),i=1,...,r. Alors, par construction méme,

Id, O g_r
MBQBQ (f) - (Oprr ; )

Les matrices My 5z (f) et My 5 (f) étant équivalentes d’apreés le théoreme de
changement de base (cf. remarque ci-dessus), il suit que A est bien équivalente
a A,. Le théoréme est démontré. O

p—r,q—T

Le corollaire suivant a lieu.

Corollaire 18.1. Si A, B € My,(R) ont méme rang, alors elles sont équivalentes.
Inversement, deux matrices équivalentes ont méme rang.

Démonstration. Si A et B ont méme rang, disons r, elles sont toutes deux équivalentes
a la matrice A, du théoréme précédent. La relation d’équivalence de matrices étant
une relation d’équivalence, elles sont équivalentes entres elles. Inversement, sup-
posons que les matrices A et B sont équivalentes, et donc supposons qu’il existe des
matrices inversibles P et @ telles que B = PAQ. On considére E un R-espace vecto-
riel de dimension ¢, F' un R-espace vectoriel de dimension p, B une base de E, B une
base de F, f € L(E, F) telle que My;s(f) = A, g € L(E, F) telle que Mgzz(9) = B,
¢ € End(E) telle que Mpp(p) = Q, et v € End(F) telle que Mg;z(¢) = P. Alors,
en vertue du théoreme de composition des matrices de représentations, et comme
B = PAQ,

Myg(g9) = Mgg()Mpg(f) Mss(p)
= Mg () Mgp(f o @)
= Mpgg(tho fop)
de sorte que g = Yo fop. Or @ et ¥ sont des isomorphismes puisque P et @ sont des

matrices inversibles. Cela entraine que Rg(g) = Rg(f), puis que Rg(A) = Rg(B) en
vertue de ce qui a été dit plus haut. Pour voir que Rg(g) = Rg(f), on applique tout
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simplement la définition du rang, et on remarque qu'un isomorphisme ne change
pas la dimension d’un sous espace vectoriel (si X est un sous espace vectoriel d'un
espace vectoriel Y, et si @ est un isomorphisme de Y sur Z, alors ® réalise un
isomorphisme de X sur ®(X) de sorte que ®(X) a méme dimension que X). En
particulier, le corollaire est démontré. O

Exercice: Montrer qu'une matrice A € My, (R) qui est de rang r s’écrit comme
somme de r matrices de rang 1.

Solution: On a vu que A est équivalente & la matrice

Id Oy q—
AT — T r,q—T )
(Op—r,r Op—'r‘,q—r

ou Id, est la matrice identité r x 7, et Oy est la matrice nulle a s lignes et ¢
colonnes. Donc il existe P et () inversibles telles que

A=PAQ.

Pour i =1,...,r notons A, (i) la matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf le
coefficient & la iéme ligne et ééme colonne qui vaut 1. Clairement Rg(A, (7)) = 1,
et de fagon toute aussi claire, A, = _; A,(i). On peut écrire que

A=Y PAG)Q
i=1

et les matrices PA,(7)Q sont de rang 1 puisqu’elles sont équivalentes aux matrices
A, (i) qui sont de rang 1. O

19. RANG DES MATRICES, LIGNES ET COLONNES INDEPENDANTES

Dans la pratique calculer le rang d’une matrice revient souvent a compter le
nombre maximal de lignes et de colonnes qui forment des vecteurs indépendants.

Théoréme 19.1. Soit A € Mpy(R) une matrice réelle. Le rang de A est égal au
nombre maximal de colonnes formant une famille libre de vecteurs dans RP.

Démonstration. Notons B, B les bases canoniques de R? et RP. Soit aussi f €
L(R?,RP) Iapplication linéaire donnée par My (f) = A. Notons e; les vecteurs de
B et €; les vecteurs de B. Supposons qu’il y ait k colonnes de A formant une famille
libre de vecteurs dans R?. On note ji, ..., jix les numéros de ces colonnes, qui corre-
spondent donc, par définition des matrices de représentation, aux coordonnées dans
B des vecteurs f(ej,), .., f(e;.). On a donc une famille libre (f(ej, ), .-, f(e;.))
dans Im(f). Donc Rg(f) > k. Ce qui implique que Rg(A) > k en vertue du
theéreme 17.1. On a donc montré que

Rg(A) > nombre maximal de colonnes formant une famille libre (19.1)

(de vecteurs dans RP). Supposons maintenant que ’on ait une sous matrice carrée
de A de taille k x k qui soit inversible. Cette sous matrice correspond & une sélection
des lignes i1, ..., et des colonnes ji,...,jr. On considere les vecteurs U, de RP
dont les coordonnées dans la base canonique de RP sont les éléments de la j,,eme
colonne de A. On prétend que la famille (Uq,...,Uy) est libre, ce qui suffit a
montrer le théoreme puisqu’alors

k < nombre maximal de colonnes formant une famille libre
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(de vecteurs dans RP) et cette propriété entraine donc I'inégalité inverse de (19.1).
Supposons que an:l AmUpm = 0 dans RP. Alors, en particulier,

k
Z /\mai]‘m =0
m=1

pour tout ¢ = 41,...,4,. D’un point de vue matriciel cela revient a écrire que
iy 5y N Ay g )\1 0
[T N Qi iy )\k: 0

Or, par hypothese, la matrice carrée

Qiygp - Qi 5y,
A =
Qipgr o Qiggy
est inversible. On en déduit donc que \; = 0 pour tout ¢ = 1,..., k. Ce qui termine
la démonstration du théoreme. O

Pour passer des colonnes aux lignes, il suffit de démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 19.2. Soit A € M,,(R) une matrice réelle. Le rang de A est égal au
rang de la transposée tA de A.

Démonstration. Si A est de rang r alors, en vertue du théoréeme 18.1, A est équivalente

a
Id Oy g
A — T T,q—T
" (Op—w Op—nq—r>
Mais si A = PA,Q avec P et Q inversibles, alors 'A = Q' A, P et, comme 'P et
tQ sont encore inversibles, ‘A est équivalente & ‘A,. Or

tA — Idr Or,pfr
" Og—rr Og—rip—r
est toujours de rang . En vertue du corollaire 18.1 cela entraine que Rg(*A4) = r.
D’ou le théoréme. O

De ces deux théoremes on déduit immédiatement le théoreme suivant.

Théoréme 19.3. Soit A € Mp,(R) une matrice réelle. Le rang de A est égal au
nombre maximal de lignes formant une famille libre de vecteurs dans RY.

Démonstration. La transposition transforme les lignes en colonnes et ne change pas
le rang en vertue de ce que 'on vient de démontrer. Reste a appliquer le premier
théoreme de cette section. O

20. RANG DES MATRICES ECHELONNEES

Une matrice A est dite échelonnée (en lignes) si les deux points suivants sont
vérifiés:

(i) toute ligne non nulle de A commence avec strictement plus de zéros que la
ligne précédente,

(i) en-dessous d’une ligne nulle, toutes les lignes sont nulles.
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Les matrices A et B ci-dessous

1 -1 3 2 1 -2 1
A=10 1 -4 1) ,C=(0 1 -1
0 0 0 3 0 O 0

sont par exemple échelonnées. Leurs rangs est égal respectivement a 3 et 2 qui
correspond au nombre de ses lignes non nulles. On démontre le résultat suivant.

Théoréme 20.1. Le rang d’une matrice échelonnée est €gal au nombre de ses
lignes non nulles.

Démonstration. Notons A = (a;;). Soit k le nombre de lignes non nulles de A.
Alors

(i) Vi > k+ 1,Vj,aij =0.

Clairement on en déduit que Rg(A) < k puisqu’une sous matrice carrée qui con-
tiendrait plus de k& + 1 lignes aurait forcément une ligne nulle et serait donc de
déterminant nul. Supposons que l'on trouve k colonnes de A formant une famille
de k vecteurs linéairement indépendants. Alors, en regardant A comme la ma-
trice de représentation d’une application linéaire entre espaces RP et R? (matrice
de représentation que l'on prendra par exemple dans les bases canoniques de ses
espaces), alors Im(f) contiendrait une famille libre de &k vecteurs. On aurait donc
Rg(f) > k, et donc en particulier Rg(A) > k. Soit en conclusion Rg(A4) = k, et
pour résumer il suffit de trouver k£ colonnes de A formant une famille de vecteurs
libres. Pour 1 < ¢ < k, on note j; I'ordre du premier élément non nul sur la iéme
ligne:

(ii) asj, # 0 et a;; = 0 pour tout j < j,.
On a alors aussi que
(ili) @mj, = 0 pour tout m > i.

On montre que les colonnes ji, j2, ..., jr sont les colonnes que nous recherchons.
En considérant que la matrice A était & p lignes et ¢ colonnes, on considére donc
les vecteurs U,,, m = 1,..., k, formés par les colonnes

A1,
U; =
Apjm,
Supposons que

k
> AnUnm =0.

m=1

Alors
k

Z )\maijm =0

m=1
pour tout ¢ = 1,...,p, et en fait pour tout ¢ = 1,..., k. D’un point de vue matriciel
on a alors écrit que

a1j,; . a1, /\1 0

A,y N A3y, )\k 0
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La matrice carrée qui intervient dans cette équation est trianguaire supérieure en
raison de (iii) et sa diagonale est constituée des a;;, # 0 par (ii). Le déterminant
d’une telle matrice est égal au produit des termes diagonaux (on le voit facilement
en développant suivant les colonnes) et donc non nul. La matrice est ainsi inversible
ce qui implique que tous les A,, sont nuls. On a bien trouvé nos k colonnes formant
une famille libre de vecteurs. O

21. PREUVE DU THEOREME 17.1

On découpe la preuve en deux étapes. On montre en premiere étape que

(1) Rg(Myz(f)) < Rg(f)

On montre en seconde étape que

(2) Rg(Mpz(f)) = Re(f).
On commence par montrer la premiere étape. C’est la plus simple des deux. On
procede 1a comme dans la preuve du Théoreme 19.1.

(1) On montre que Rg(Myzz(f)) < Rg(f). Notons k = Rg(Myzz(f)), (1, - -, em)
les vecteurs de B, et (1,. .., é,) les vecteurs de B. Dire que k = Rg(Mgg(f)), c’est
dire que Myi(f) possede une sous matrice carrée d’ordre k qui est inversible. Si
Mpgg(f) = (aj)i,j, notons M = (a;_j,)s la (une des) sous matrice(s) d’ordre k de
Mpgg(f) qui est inversible. Pour montrer que Rg(MBB(f)) < Rg(f), il suffit de

montrer que la famille (f(ejl), ce f(ejk)) est libre. En effet, si cette famille est
libre, on devra avoir k¥ < dimIm(f), et donc k¥ < Rg(f). Pour montrer que cette
famille est libre, supposons que pour des réels Aq,..., Ag,

Aiflej,) 4+ A flej) =0.
Alors

n k
Z( E )\taijt)éi =0.
i=1 t=1
Puisque les é; forment une base de F', on récupere que

k
Z )\taijt =0
t=1

pour tout ¢ = 1,...,n. En particulier, pour tout s =1,...,k, Zle Atas g, = 0, ce
qui s’écrit encore M A = 0, ou A est la matrice a k lignes et une colonne composée
des )¢, et 0 est la matrice nulle a une colonne et k lignes. Comme M est inversible,
MA = 0 entraine que A = 0, ce qui prouve que la famille (f(ejl), .. .,f(ejk)) est
libre. Comme déja dit, cela entraine a son tour que Rg(MBg(f)) < Rg(f).

(2) Plus difficile, on montre que Rg(Mgzz(f)) > Rg(f). On note (e1,...,€n)
les vecteurs de B, et (é1,...,é,) les vecteurs de B. Une remarque déja utilisée
dans les cours précédents est la suivante: si on note k = Rg(f), le rang de f,
alors il existe ji,...,jk € {1,...,m} pour lesquels la famille (f(e;,),..., f(e;.))
est une base de Im(f). Pour le voir, on sait que la famille (f(e1),..., f(e,)) est
une famille génératrice de Im(f). Si elle est libre, c’est une base de Im(f) et la
propriété est vraie. Si elle n’est pas libre, un des vecteurs de la famille s’exprime
comme combinaison linéaire des autres. On peut alors le retirer a la famille sans
changer sons caractere de famille génératrice. Et ainsi de suite jusqu’a obtenir une
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famille génératrice de Im(f) ayant autant de vecteurs que la dimension de Im(f),
ce qui en fait une base de Im(f). A partir de cette propriété, on montre que
Rg(M sil f)) > Rg( f) en raisonnant par récurrence sur ’entier

r =dimF — Rg(f)

et donc sur r = n — k. Etant donné r un entier, la propriété a démontrer au rang
r ’énonce: si F, F sont deux espaces vectoriels de dimensions finies, si B est une
base de E, si B est une base de F, si f € L(E, F) est une application linéaire de
E dans F, et si dimF — Rg(f) = r, alors Rg(Mgz(f)) > Rg(f). On démontre
tout d’abord que la propriété est vraie au rang r = 0. Puis on démontre que si la
propriété est vraie aux rangs 0,1,...,7—1,r, alors elle est aussi vraie au rang r+ 1.
Supposons tout d’abord que r = 0. Soit (e;,, . .., ej, ) la sous famille de B donnée par
la propriété ci-dessus, donc qui est telle que la famille (f(ej,), ..., f(e;,)) est une
base de Im(f). Si Ej, est le sous espace vectoriel de E de base B, = (ej,,...,e;,), et
si fi est la restriction de f & Ej, la matrice de représentation MBkB(fk) de fi dans
les bases By, et B est une sous matrice carrée d’ordre k de la matrice My;z(f). Elle
s’obtient en selectionnant les colonnes jy, ..., ji de cette matrice. Or fj, : By — F
est surjective (par construction), et dimFEj, = dimF (par hypothese, puisque r = 0).
Donc fi est un isomorphisme de Ej sur F. Donc MBkl’;’(fk) est inversible. Donc,
en particulier, puisque cette matrice est d’ordre k, Rg(MBB(f)) >k = Rg(f). Si
r =0, on a donc bien que Rg(MBlg(f)) > Rg(f).

Supposons maintenant la propriété a démontrer vraie aux ordres 0,1,...,7—1,r.
On veut montrer que la propriété est alors aussi vraie a l'ordre r + 1. On suppose
donc que 7+1 = n—k. On note 1a encore (e;,, ..., e;,) la sous famille de B donnée
par la propriété ci-dessus, donc qui est telle que la famille (f(ej, ), ..., f(ej,)) est
une base de Im(f). Comme k < n, il existe forcément un vecteur é;, de B qui est
tel que

€iq €Vect(f(ej1)7...,f(ejk)) (1)
Pour j = 1,...,m, soit \; la ipéme coordonnée de f(e;) dans B. On définit
I’application linéaire g : E — F' en posant
g9(e;) = fle;) — Ajéiq
pour tout j = 1,...,m. Soit de plus Fj,_; le sous espace vectoriel de F' de base
la famille B,_; composée des €;, ¢ # ig. Alors g € L(E,F,_1). Une premieére
propriété évidente est la suivante:

(i) Mpp,  (g) est une sous matrice de Mypz(f)

au sens ol la matrice Mgz  (g) s’obtient a partir de Myg(f) en supprimant a
cette matrice sa ¢geme ligne. Une autre propriété de g est la suivante:

(ii) Rg(g) > Re(f).
Cette propriété suit de la relation (1). Avec cette relation on vérifie en effet facile-
ment que le famille (g(ejl), e ,g(ejk)) est libre. Pour le voir, on remarque que
si
Arg(ejy) + -+ Aegley,) =0
alors

k
Z Atf(ejt) = Aeio )
t=1
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ol A = Zle AiAj,. Du coup (1), entraine que A = 0, puis on obtient que les A\
doivent tous étre nuls puisque les f(e;,), t =1,...,k, forment une famille libre. Il
suit que Rg(g) > k, et donc que Rg(g) > Rg(f), ce qui démontre (ii).

On avait r+1 = dimF —Rg(f). Puisque dimF,,_; = dimF —1, et Rg(g) > Rg(f),
on en déduit que

dimF, 1 — Rg(g) € {1,...,r}.

Par hypotheése de récurrence, il existe ainsi une sous matrice carrée d’ordre Rg(g)
de la matrice My ~ (g) qui est inversible. Avec (i), on en déduit qu'il existe une
sous matrice carrée d’ordre Rg(g) de la matrice My;5(f) qui est inversible. Donc,

Rg(Myz(f)) > Re(g) > Re(f)
et on a montré que si la propriété a démontrer était vraie aux ordres 0, ..., r, alors
elle ’était aussi a 'ordre r + 1.

Par récurrence, sachant que la propriété a démontrer est vraie a l'ordre 0, et
sachant que si la propriété est vraie aux ordres 0, ..., r, alors elle est vraie a 'ordre
r 4+ 1, on obtient que la propriété est toujours vraie. On a donc montré que a la
fois Rg(MBg(f)) < Rg(f) et Rg(MBB(f)) > Rg(f), ce qui démontre le théoreme.
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CHAPITRE 4
DIAGONALISATION

On continue de ne considérer que le cas d’espaces vectoriels réels. Une théorie
analogue (importante) existe pour les espaces vectoriels complexes. Une différence
essentielle entre R et C étant que C est algébriquement clos: les polynomes com-
plexes se factorisent sur C en produits de polynomes de degré 1 (avec racines donc).
Dans R ce n’est plus vrai. Exemple: 22 + 1 ne se factorise pas dans R (alors que
regardé dans C, 22+ 1 = (z —i)(x +1) et il se factorise). On commence par traiter
du point de vue des endomorphismes, pour traiter ensuite du point de vue des
matrices. La question générale qui est posée est la suivante:

Etant donné un endomorphisme f d’un R-espace vectoriel E de dimension finie,
parmi toutes les représentations possibles Mpg(f) de f, ou B est une base de E, y
en a-t-il une qui soit plus pertinente, plus esthétique, plus facile a manier que les
autres ?

Dans une théorie de diagonalisation, la représentation plus pertinente que 1’on
cherche est une représentation diagonale. La question devient donc: “ parmi toutes
les représentations possibles Mpg(f) de f, y en a-t-il une qui soit diagonale ? 7

22. ANALYSE DE LA PROBLEMATIQUE

On montre dans cette courte section comment plusieurs notions introduites de
fagon un peu arbitraire dans la suite apparaissent en fait naturellement. Soit F
un R-espace vectoriel de dimension finie, et f € End(F) un endomorphisme de
E. Supposons qu’il existe une base B de E pour laquelle Mpp(f) est diagonale.
Ecrivons que B = (eq,...,e,) et que

A0 o000
0 X ... 0
Mps(f)=1| . . : (22.1)
0 0 ... X
ou les \; € R. Par définition des matrices de représentation on a alors que:
Vizl,...,n, f(ei):)\iei .
La question étant peut-on trouver une base (eq, ..., e,) et des A; tels que (22.1) ait

lieu, et si oui, comment les trouver, on a donc tout intérét a s’intéresser a I’équation
en \ et u,
flw)=Au .

C’est la I'équation des valeurs et vecteurs propres (cf. Section 23). Dans cette
équation on veut A € R et uw € E\{0}. On peut récrire I’équation sous la forme
(f — Mdg)(u) = 0 et on voit alors que u résoud I’équation pour un A donné si
u € Ker(f — Mdg). Plus précisément, résoudre ’équation revient a trouver les A
(s’il en existe) pour lesquels Ker(f —Aldg) # {0}, et ensuite on a tous les u associés
dans Ker(f — Aldg)\{0}. Dire que Ker(f — Mdg) # {0} c’est dire que f — Aldg
n’est pas injective, et ensuite, puisque 'on parle d’endomorphismes en dimension
finie, c’est dire que f — AIdg n’est pas inversible. Et cela c’est une problématique
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qui s’étudie facilement avec les déterminants. On fixe une base By quelconque de
E. On pose
P(X) = det (Mp,s,(f — X1dg))

et on remarque que, d’'une part P est un polynéme de degré n (définition du
déterminant), et que d’autre part f — Mdg n’est pas inversible si et seulement
P(\) = 0 (puisque une application linéaire est inversible si et seulement 'une
quelconque de ses matrices de représentations l’est). Avec cette simple analyse
on est déja arrivé a la notion de polynéme caractéristique dont les racines sont
précisément les A que I’on cherche. Un premiere application: un polynome de degré
impair change forcément de signe. En dimension impaire il y a donc forcément au
moins un A € R pour lequel I'équation f(u) = Au va avoir des solutions.

23. PREMIERS ELEMENTS

On commence avec les notions fondamentales de valeurs et vecteurs propres.

Définition 23.1. Soit E' un R-espace vectoriel de dimension finie, et f € End(F)
un endomorphisme de E. On dit que A € R est une valeur propre de f s’il existe
un vecteur u € B, u # 0, tel que

flu)=Au .
Dans ce cas, u est dit vecteur propre de f associé a la valeur propre X. Si A est

une valeur propre de f, on note Ey [’espace propre de f associé a A, défini par
Ex={ueE/ f(u) = Au}.

La proposition suivante a lieu.
Proposition 23.1. E) est un sous espace vectoriel de E.

Démonstration. Soient z,y € Ey et t € R quelconques, alors f(x + ty) = f(z) +
tf(y) = Az+tdy = Ma+ty) et donc z+ty € Ey. La proposition est démontrée. O

Le théoréme suivant a lieu.

Théoréme 23.1. Un réel \ est valeur propre d’un endomorphisme f si et seule-
ment si l’endomorphisme f — A\ldg n’est pas inversible. Dans ce cas,

E>\ = Ke?“(f - /\]dE) 5

ot f — Mdg est 'endomorphisme de E défini pour tout x € E par (f — )\IdE) (z) =
f(z) = Ax.

Démonstration. 11 suffit de se souvenir qu’un endomorphisme g € End(F) (ici g =
f — Mldg) est inversible si et seulement si il est injectif, et donc si et seulement
si Ker(g) = {0}. Et bien évidemment dire qu’il existe u # 0 tel que f(u) = Au
équivaut & dire que Ker(f — Mldg) # {0}. Il est ensuite facile de voir que Ey =
Ker(f — AIdg). Le théoréme est démontré. O

Le théoréme donne naturellement lieu & la définition suivante.

Définition 23.2. Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie n et f €
End(E) un endomorphisme de E. Soit B une base de E. On appelle polynéme
caractéristique de f le polynome

P(X) = det(Mpg(f) — XIdn)
pour tout X € R.
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Le théoréme suivant a lieu.

Théoréme 23.2. Le polynome caractéristique de f ne dépend pas du choiz de la
base B. C’est un polynome de degré n dont le terme dominant est (—1)"X™. Il est
suivi du terme (—1)""tr(f) X", ou tr(f) est la trace de ’endomorphisme f, et
son terme constant vaut det(MBB(f)), une quantité qui ne dépend pas de B.

Puisque la quantité ne dépend pas du choix de B, notons det(f) pour det (MBB(f)) .
On a alors

PX)=(-1)"X"+ (=1)" " "r(HX" 4 ap 2 X" 2+ + a1 X +det(f)
pour tout X € R, ou les aq,as,...,a,_2 sont des réels qui ne dépendent que de f.

Démonstration. (1) On montre que P ne dépend pas de B et donc que det (Mpg(f)) =
P(0) ne dépend pas non plus de B. Si B, B’ sont deux bases de F, et A\ € R, alors

det(MBB(f) — )\Idn) = det(MBB(f — )\IdE)) ,
det(MB/B,(f) — /\Idn) = det(MB/B/(f — )\IdE)) .

On remarquera ici que Mpp(Idg) = Id,, pour toute base B. Si g € End(E) est un
endomorphisme de E on a, cf. Chapitre 1, que

Mpipi(9) = Mg, 5 Mii(9)Mp 5 -
On en déduit que
det (Mpr5r(g)) = det (Mg, ) det (Mps(g)) det (M)
- mdet (Miss(g)) det (M-, 1)
= det (Mgg(9)) -
D’ou Daffirmation que ni P ni det(Mpg(f)) ne dépendent de B.

(2) On montre que P est bien un polynéme de degré n et on calcule les coefficients
Qp, Gp_1 €t ag de P. On a

P(X) = Z E(U) (alo'(l) - X510(1)> oo (ana(n) - X(;no‘(n)) s
o€P,

ol les a;; sont les coefficients de Mpg(f). Donc P est bien un polynéme de degré n.
Le terme en X™ et aussi le terme en X™ ! sont forcément donnés par la permutation
o = identité. En effet, sinon (si o # identité) alors au moins deux éléments bougent,
donc il existe i # j tels que (i) # i et o(j) # j, donc d;,(;) = d;o(j) = 0 pour ces
deux 7 et 7, et alors le produit correspondant (alg(l)—Xéh,(l)) . (am(n)—X(SM(n))
est au plus de degré n — 2. Une fois identifié que les termes d’ordres n et n — 1
proviennent de o = identité on a que

(ala(l) - X(sla(l)) cee (ana'(n) - X5n0(7z)) = (all - X) cee (ann - X)

et on voit que le terme d’ordre n est (—1)" X" tandis que le terme d’ordre n — 1 est
(=)™ (X", ai) X"t 1l est enfin facile de voir que le terme constant ag dans
P est P(0), qui vaut det(Mgg(f)). D’ou le théoreme. O

Le théoreme qui suit est une conséquence naturelle de ce qui a été dit plus haut.
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Théoréme 23.3. Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie n, f € End(E)
un endomorphisme de E et P son polynéme caractéristique. Alors A € R est valeur
propre de f si et seulement si X est racine de P (donc si et seulement si P(A\) =0).
En particulier, f a au plus n valeurs propres distinctes.

Démonstration. On sait que A est valeur propre de f si et seulement si f — Aldg
n’est pas inversible. Etant donné B une base de E, un endomorphisme g € End(E)
est inversible si et seulement si det (Mpp(g)) # 0. Donc A € R est valeur propre
de f si et seulement si det (Mpg(f) — Ald,,) = 0, ce qui revient & dire que A est
une racine de P. Un polynéme de degré n ayant au plus n racines distinctes, le
théoreme est démontré. O

Une grosse différence avec la théorie complexe est que C est algébriquement clos.
En d’autre termes, un polynéme complexe se factorise toujours dans C en produits
de polyndémes de degré 1 et a donc toujours n racines (distinctes ou pas) dans C,
alors qu'un polynéme réel peut tres bien n’avoir aucune racine dans R (c’est la
cas de P(X) = X2 + 1 qui ne sa factorise pas dans R en produits de polynomes
de degré 1, alors qu'il le fait dans C puisque X2 + 1 = (X —4)(X + i) dans C).
Un endomorphisme peut du coup ne pas avoir de valeurs propres dans R. Soit
f I'endomorphisme de R? dont la matrice de représentation Mpgg(f) dans la base

canonique de R? vaut
0 1
MBB(f) = <_1 0) .

Donc f(e1) = —ez et f(ea) = e si (e1,e2) est la base canonique de R?. Cet
endomorphisme a pour polynome caractéristique P(X) = X2 +1, et il n’a donc pas
de valeurs propres dans R. Il est donc important de ne pas oublier que, pour nous,
dire que f est diagonalisable signifie que f est diagonalisable sur R. Les racines
complexes du polynéme caractéristique ne sont pas prises en compte en tant que
valeurs propres de f lorsque 'on se restreint a la théorie sur R.

Soit A = (a;;) une matrice. On dit que A est diagonale si a;; = 0 dés que 7 # j.
Donc A est une matrice diagonale si A ne comporte que des termes diagonaux.

Définition 23.3. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie, et soit f €
End(E) un endomorphisme de E. L’endomorphisme f est dit diagonalisable s’il
existe une base B de E pour laquelle Mpg(f) est une matrice diagonale.

Une conséquence simple de cette définition est la suivante.

Proposition 23.2. Si f est diagonalisable, alors le polynome caractéristique P de
f a toutes ses racines dans R. En particulier, si P a une racine complexe non
réelle, alors f n’est pas diagonalisable.

Démonstration. Soit n la dimension de I'espace. En travaillant dans une base B
qui diagonalise f, et si on note A1,..., A, les termes diagonaux de Mpp(f), alors
Mpp(f)—X1I,, ou I, est la matrice identité n x n, est la matrice diagonale dont les
termes diagonaux sont les A\; — X. Le déterminant d’une matrice diagonale, comme
on le voit avec la formule du développement d’un déterminant suivant la premiere
ligne, est égal au produit de ses termes diagonaux. Donc

P(X) =\ — X)...(A — X) .
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Il suit que P a bien toutes ses racines dans R et ces racines sont les termes diagonaux
A; de f (qui peuvent treés bien étre égaux entre eux pour certains d’entre eux). La
proposition est démontrée. O

24. LE THEOREME FONDAMENTAL

On traite dans cette section du théoreme fondamental de la théorie de la diagonal-
isation. On commence par un résultat général sur les sommes directes qui regroupe
essentiellement tout ce dont nous aurons besoin pour la suite de ce chapitre.

Théoréme 24.1. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et Eq, ..., Ey
des sous espaces vectoriels de E.

(i) Si E1 @ - @ E), donc si la somme Ey+ -+ -+ Ey, est directe, alors pour tous
i1,...,0p € {1,...,k}, deuzx a deux disjoints, E; © ---® E; , a savoir la somme
E;, + -+ E;, est directe.

(i) Si By @ -+ ® Ex_1, donc si la somme Ey + -+ + Ei_1 est directe, alors
E1® - ® Ey, a savoir la somme Ey + --- + Ej est directe, si et seulement si
FE ﬂ(El D---D Ek—l) = {0}

(#ii) Si E1®- - - @ Ey, donc si la somme Ey+- - -+ Ey, est directe, alors pour toutes
bases B; de E;, i = 1,...,k, B = (By,...,By), la famille obtenue en regroupant
ensemble les vecteurs des B;, est libre. FEn particulier, elle forme une base de
lespace E1 @ - - ® Ey. Réciproquement, s’il existe des bases B; de E;, i =1,... k,
pour lesquelles B = (By,...,By) est libre, alors E1 @ --- ® Ey, a savoir la somme
FEi+---+ E est directe.

(iv) On a que By & -+ - ® Ey, donc on a que la somme Ey + -+ -+ Ej est directe,
si et seulement si dim(Ey +--- + Ej) = Zle dim(E;).

Enfin, si E1 ® --- ® FEy, donc si la somme Ey 4+ --- + E) est directe, alors pour
toute permutation o € Pr de {1,...,k}, E,1) © - ® Ey), a savoir la somme
Es(y + -+ Eyu) est directe.

Démonstration. On rappelle que Ey @ --- @ Ej si et seulement si I’écriture des
vecteurs dans F + - - - 4+ Ej, est unique, et donc si et seulement si pour tous x;,y; €
Ei,i=1,...,k, Y ,x; = ),y implique que z; = y; pour tout 7. Il est clair,
une fois cette définition rappelée, et puisque l'ordre dans une somme n’importe
pas, que si E1 @ --- @ Ej, alors pour toute permutation o € Py de {1,...,k},
Ey(1) @ -+ @ Ey(py. Il est tout aussi clair que pour tous iy,...,4, € {1,...,k},
deux a deux disjoints, en rajoutant des 0 en vecteurs dans la somme sur les espaces
manquants, si B4 @ - - & Ey, alors Fy, &---@ E; . Par permutation (ce que on vient
de démontrer), et induction descendante, il suffit de montrer que si E1 & -+ @ F
alors £y @ --- @ Eg_1. Or pour tous z;,y; € B, i =1,...,k—1,

k—1 k—1 k k
E Eizzyi = E UCi:Zym
i=1 i=1 i=1 i=1

ou 'on a posé zx, =y = 0. Comme 0 € Ej, (les sous espaces vectoriels contiennent
toujours le vecteur nul), si By @ --- @ Ej, alors x; = y; pour tout ¢ = 1,...,k. En
particulier, x; = y; pour tout ¢ = 1,...,k — 1. On en déduit que F1 & -+ P E_1.
Le point (i) est démontré. On a vu, au Théoreme 2.1, que E; & --- & E}, si et
seulement si pour tout ¢ = 2,...,k, E;N(E; + -+ Ex_1) = {0}. Si 'on suppose
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que E1 @& E_; ces conditions sont vérifiées pour tout i = 2,...,k— 1. Vérifier
la condition pour ¢ = k, donc la condition manquante pour avoir Fy @ --- @ F,
consiste précisément & vérifier que Ey (\(E1 @ -+ @& E,_1) = {0}. Le point (ii) est
démontré. On aborde maintenant la preuve de (iii).

Afin de démontrer (iii) on commence par supposer que E1@---@® E). Soit B; une
base quelconque de F1, By une base quelconque de Fs, ... ,By une base quelconque
de Ex. Onnote B = (By, ..., B) la famille constituée des vecteurs des B; regroupés
en les vecteurs de B; suivis des vecteurs de By etc. On écrit que B = (eq,...,¢€p),
p > k. On raisonne par ’absurde et on suppose que B n’est pas libre. Il existe alors
des A\; € R non tous nuls, i = 1,...,p, pour lesquels ), A\je; = 0. Comme les \; ne
sont pas tous nuls, il existe ig tel que A;, # 0. Quitte & permuter les E;, ce que 'on
peut faire sans perdre en généralité en raison de ce qui a été démontré ci-dessus, on
peut supposer que e;, € By. Soit I, 'ensemble des ¢ pour lesquels e; € By. Alors

p
Z)\iei =0= Z)\iei-i- Z/\Zez =0
=1

i€l iZ 1},
= Z )\1'61' = Z(*)\l)ez
i€ly, €1y

et donc

Z)\ieiEE1+-~+Ek—1-

i€l

En raison des points (i) et (ii), et comme ), ; Aie; € Ej, on en déduit que,
forcément, Zigk Aie; = 0. Or A\, # 0 et ig € I. Une contradiction. Donc B est
libre. Clairement B est génératrice pour E1 @ ---@® Ej. On en déduit que B est une
base de E1 @ - -- @ Ej.

On suppose maintenant qu’il existe une base By de Fjp, une base By de Ej,
.., une base By de Ej, avec la propriété que B = (Bi,...,Bk) est libre. On veut
montrer que F1 @ ---® Ej. On raisonne la encore par ’absurde et on suppose qu’il
existe des z;,y; € Ey, i = 1,...,k, tels que >, x; = >, y;i et x;, # v, pour un
iop € {1,...,k}. On pose z; = y; — x;. Alors ),z = 0, z; € E; pour tout i et

ziy # 0. SiB; = (el,..., efci) pour tout 4, alors pour tout ¢ = 1,...,k il existe des
réels Af,...,\}, pour lesquels z; = Zle Ase?. Par suite, puisque Y, z; = 0,
ko ki
it
DD e =
i=1 j=1

et comme B est précisément constituée des e;- pour i = 1,... ket j=1,... k;
on en déduit, puisque B est supposée libre, que pour tout ¢ = 1,...,k et tout
J=1,...,k, A} = 0. En particulier, z;, = 0. Une contradiction. C’est donc que

Ei® - - ® FEy. Le point (ii) est démontré.

Il reste (iv) & démontrer. Supposons que E1®- - -@® Ej. Soient B une base de Ey,
B une base de Es, ..., By une base de E. On a vu avec (iii) que B = (B, ..., Bk)
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est une base de E1 & --- @ E;. Donc
dim(E1 + -4 Ek) = CardB

Réciproquement, on suppose que dim(FE1+- - -+ FEy) = Zle dim(FE;). Soient B; une
base de Fy, By une base de Es, ..., By une base de Ey. Comme CardB; = dim(E;)
et CardB = ), CardB;, CardB = dim(E; + --- + Ej). Or, par définition de
Ei1+ -+ Eg, B est génératrice pour Fy + - - - + Ej. Une famille génératrice qui a
autant de vecteurs que la dimension de I’espace pour lequel elle est génératrice est
une base de cet espace. Donc B est une base de Ey + --- + Eji. Avec (iii) on en
déduit que F1 @ - - - @ Ey. Le théoreme est démontré. O

Le second théoréme particulierement important pour établir le théoréme fonda-
mental de la théorie de la diagonalisation est le suivant.

Théoréme 24.2. Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie et f € End(E)
un endomorphisme de E. Soient de plus \1,..., A\, les valeurs propres réelles dis-
tinctes de f et Ex,, i = 1,...,k, les espaces propres correspondant. La somme
E\, + -+ E\, est alors toujours directe, et donc on a toujours Ex, @ --- @ Ey,.

On propose deux preuves pour ce théoreme en commencant par I'idée de base
X .
ue ’on rencontre pour la somme de deux espaces propres

L’argument pour deux espaces propres. On montre que la somme de deux espaces
propres est toujours directe. Soient Ey,, E; deux espaces propres de f avec donc
Ai # Aj. On montre que E), @ E); ce qui revient, en vertu de la Proposition 2.2, a
montrer que Ey, (| Ey, = {0}. Orsiz € Ey, [ E), alors f(z) = Nz et f(x) = \jz.
Donc A\jz = Ajz, soit encore (A; — A;)xz = 0, et comme \; # Aj, c’est que z = 0.
Ainsi Ey, (| Ex; = {0} et donc Ey, ® E),. La somme de deux sous espaces propres
est toujours directe. O

Une preuve, disons d’anayste, consiste a vouloir étendre cette preuve faite dans
le cas de deux espaces propres au cas de la somme de tous les espaces propres.

Une preuve d’analyste. Quitte a renuméroter on peut supposer que
[Ai] < JAa] < -0 < Ao < AE] -

Dés lors, |A;| > 0 pour tout ¢ > 2 puisque les \; sont deux & deux distincts. En
vertu du Théoréme 2.1 on doit montrer que pour tout p € {2,...,k},

Ex, [ \(Bx, + -+ Ex,_,) = {0} . (24.1)

Soit x € Ex, ((Ex, +---+ Ex,_,). Alors x € E) et il existe z1 € Ey,, 22 €
Exyyoooyxp_1 € By, telsque x = 21 +...2,_1. Donc f(z) = >, f(x;) et ainsi
Ap = >, Niz;. Sion applique f de nouveau on trouve que /\Z%x => A2z; et ainsi
de suite. Ainsi, pour tout entier m € N*|

Apr = AT 4+ ATy

ce que 'en réécrit sous la forme

x=(=)"x1 +...+()\p_1)mxp_1 . (24.2)
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Si |Ap| > |Ap=1]| alors \/’\\—p < 1 pour tout « = 1,...,p — 1 et donc (/’\\—p)m =0
lorsque m — 400 pour tout ¢ = 1,...,p — 1. En faisant tendre m — +oo dans

(24.2) on obtient que x = 0. Si maintenant |A,| = |\,—1]| alors % = —1 (les \;

sont distinctes) et |:\\7

< 1 pour tout ¢ = 1,...,p — 2 car si trois réels a, b, c sont
distincts et si [a| < [b] et [b] = |c| alors, forcément, 2 = —1 et |a| < |b|. En posant
m = 2s dans (24.2), avec s € N, et en faisant tendre s — +00, on obtient donc que
x = xp_1 et en posant m = 2s + 1 dans (24.2), avec s € N, et en faisant tendre

s — 400, on obtient donc que v = —x,_;. Donc x = 0. Dans tous les cas, x = 0.
Donc (24.1) est vraie. Comme p € {2,...,k} est quelconque, c’est que la somme
des E), est directe. Le Théoreme 24.2 est démontré. O

On donne maintenant une preuve qui releve plus de ’algebre proprement dite.

Une preuve d’algébriste. Pour k > 2, on considére la propriété (Py): pour toute
famille Ay, ..., A\x de k valeurs propres distinctes de f, la somme des espaces propres
LI, est directe. On démontre cette propriété par récurrence finie sur k. On a déja
vu (voir ci-dessus) que la propriété (Pz2) est vraie. On suppose maintenant (Py)
pour un k et on considere (k + 1) valeurs propres distinctes A1, ..., Agy1 de f. On
veut montrer que la somme des Ej, est directe. En raison du Théoreme 24.1, et
puisque par hypothese Ey, @ --- @ E),, il suffit de montrer que

E)\k+1 ﬂ(E)q @D E/\k) = {0} . (243)

Soit u dans l'intersection. Alors il existe (des uniques) u; € Ey, pour i € {1,...,k}
tels que u = Zle u;. En appliquant f a cette égalité on obtient que

k
f(u) = )\k_,_lu = Z /\;H_lui
i=1
k k
i=1 i=1
Par suite

k
Z()\kJrl —Ai)u; =0
i=1

et puisque Ey, @ --- @ E),, on obtient (par unicité de la décomposition de 0 en
0+ ---+ 0 dans la somme) que (Agy+1 — Aj)u; = 0 pour tout ¢+ € {1,...,k}. Or
Xi # Ap41 pour tout i € {1,...,k}, et donc u; = 0 pour tout ¢ € {1,...,k}, puis
u = 0, ce qui est ce que nous voulions démontrer. (Il

On peut maintenant énoncer et démontrer le théoreme fondamental de la théorie
de la diagonalisation.

Théoréme 24.3 (Théoréme fondamental de la théorie de la diagonalisation). Soit
E un R-espace vectoriel de dimension finie, et soit f € End(E) un endomorphisme
de E. Soit de plus \1,..., A\ les valeurs propres réelles distinctes de f, donc les
racines réelles distinctes dans R du polynome caractéristique de f. Soit enfin Ej,,
i =1,....k, les espaces propres correspondant. Alors f est diagonalisable si et
seulement si E est somme (directe) des Ey,, i = 1,...,k, donc si et seulement si

E:EM@...@EM_
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Démonstration. En vertu du Théoreme 24.2 la somme des espaces propres de f est
toujours directe. Il faut montrer que f est diagonalisable ssi

E:E)\l@'..@E)\k

et donc si et seulement E est somme directe des sous espaces propres de f. Cette
condition est nécessaire dans la mesure ou si f est diagonalisable, alors il existe une
base B de E formée de vecteurs propres, donc de vecteurs dans la somme des Ej,.

En effet, si on note B = (ey,...,e,), et si
A0 ... 0
0 X, ... 0
Mes(f) =1 . . :
0 0 ... X\,
pour des \; € R, i = 1,...,n, alors, par définition méme de la matrice Mpp(f),

f(e;) = ANe; pour tout i. Les e; ne sont jamais le vecteur nul, car vecteurs d’une
famille libre, et donc les A} sont tous des valeurs propres de f et les e; des vecteurs
propres associés. Les e; sont donc tous dans 'un des espaces propres Ey,. Il suit
que les e; sont tous dans la somme Ey, +---+ E),. Dot

E:E)\1+...+E)\k

et 'on sait que la somme est directe. On montre que, a l'inverse, la condition est
suffisante. Pour le voir, on considere 5; des bases des Ey,, i =1,...,k, et on pose

B=(Bi,....B)

la famille constituée des vecteurs de B; suivis des vecteurs de B, etc. La somme
des E, étant directe, le Théoreme 24.1 permet d’affirmer que B est une base de
la somme des Ey,. Comme la somme des E), vaut E par hypothese, on a obtenu
une base de F constituée de vecteurs propres. Mais alors, forcément, Mpp(f) est
diagonale avec pour diagonale la valeur propre A; répétée autant de fois qu’il y a
de vecteurs dans B;, donc autant de fois que la dimension de Ej,, puis Ay répétée
autant de fois qu’il y a de vecteurs dans Bs, donc autant de fois que la dimension de
E), etc. On a obtenu une base B de E pour laquelle Mpg(f) est diagonale. Donc
f est diagonalisable. D’ou le théoreme. O

Un corollaire pratique important au théoreme fondamental de la théorie de la
diagonalisation est le suivant.

Corollaire 24.1. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n et soit f €
End(E) un endomorphisme de E. Soit de plus A1, ..., A\, les valeurs propres réelles
distinctes de f, donc les racines réelles distinctes dans R du polynéme caractéristique
de f. Soit enfin Ex,, i =1,...,k, les espaces propres correspondant. Alors f est
diagonalisable si et seulement si

k
dimE = " dimE}, . (24.4)
i=1
En particulier, si P a n racines distinctes dans R, avec donc n = dimFE, alors la
dimension des espaces propres de f vaut 1 et f est diagonalisable.
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Démonstration. Les Théoremes 24.1 et 24.2 donnent directement que la dimension
de la somme des E), vaut la somme des dimensions des Ey,. On en déduit que
E est égal a la somme des espaces propres E), si et seulement si la somme des
dimensions des E), vaut la dimension de E. Ce qui est exactement ce que (24.4)
demande. Si maintenant k = n, sachant que, par définition des valeurs propres,
dim(E),) > 1 pour tout 4, les Théorémes 24.1 et 24.2 donnent que

n > diIl’l(E‘,\1 @---@E)\n)

= i dim(E},)
=1

2271:1:n.
i=1

On en déduit que, forcément, dim(Ey,) = 1 pour tout i et que (24.4) est vraie.
D’oti le corollaire. O

Un autre résultat qui suit de ce que nous avons démontré jusqu'’ici est le suivant.

Lemme 24.1. Soit f un endomorphisme de E et E1,...,Ey ses espaces propres.
Si f est diagonalisable alors pour toutes bases B; de E;, la famille B= (By,...,By)
constituée des vecteurs de By suivis des vecteurs de Bo etc. est une base de E et
Mpgp(f) est diagonale pour toutes ces bases. Réciproquement, si pour une base B
de 1, une base By de Fs,. .., une base By de Ej la famille B est une base de E,
alors f est diagonalisable.

Démonstration. Le lemme suit directement des Théoremes 24.1, 24.2 et 24.3. Si
f est diagonalisable F est somme des espaces E; et la somme des F; est directe
en vertu des Théoremes 24.2 et 24.3. Le théoreme 24.1 donne que B est une base
de E. Elle est constituée de vecteurs propres de f. Donc Mpg(f) est diagonale.
Réciproquement si B est une base de FE, comme B est génératrice pour la somme
des F; (on peut aussi faire appel au Théoreéme 24.1) c’est que E est somme des
espaces propres F;. Le Théoreme 24.3 donne alors que f est diagonalisable. Le
lemme est démontré. (|

Exercice: Soient E un R-espace vectoriel de dimensions finie n et f,g € End(E)
deux endomorphismes de E. On suppose que f est diagonalisable. Montrer que f
et g commutent, a savoir fog = go f, si et seulement si les espaces propres de f
sont stables par g, a savoir si et seulement si pour tout espace propre E; de f on a
9(E;) C E;.

Solution: Supposons que f et g commutent. Soit F; un espace propre de f associé
a une valeur propre \;. Soit © € F;. On a

9 (f(w) = Aig(u) = [ (g9(w)) -

Donc v = g(u) appartient & F;. Soit g(E;) C E; puisque u est quelconque
dans F;. Si f et g commutent les espaces propres de f sont donc stables par
g. Réciproquement supposons que les espaces propres de f sont stables par g.
Puisque f est diagonalisable il existe une base B de E constituée de vecteurs pro-
pres. Disons que f a pour espaces propres Ei,..., E, et écrivons (avec abus de
langage) que B = (Bi,...,Bp) ol les B; sont des bases des E;. Fixons i quelconque,
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notons ); la valeur propre pour E; et notons B; = (e},...,e}). Comme g(E;) C E;
il existe des ajm, j,m =1,...,k, tels que pour tout j =1,...,k,

k
g(€) = > ajmel, -
m=1

Par suite, pour tout j =1,...,k,

k k
F(a(e) = D7 agmf(€h) = A Y- ajmeln
m=1

m=1

tandis que

k
g (f(eé)) = )‘19(63) = )‘2 Z O‘jmein .
m=1

On voit donc que pour tout i =1,...,pet tout j=1,...,k,

Fla(e5) =g (f(eh) -
En d’autres termes, il existe une base B = (eq, ..., e,) de E ayant la propriété que
pour tout : =1,...,n,

go flei) =fogle) .
Deux applications linéaires qui sont égales sur une base le sont sur tout ’espace.
Donc go f=fog. ]

25. TOUT LE MONDE DOIT ETRE LA

Supposons que f est diagonalisable. Il est clair que toute base qui diagonalise
f est forcément constituée de vecteurs propres. Mais peut-on imaginer avoir une
base de E qui diagonalise f mais dont la matrice de représentation de f associée
ne reprenne pas toutes les valeurs propres de f 7 Et, question subsidiaire, si f est
diagonalisable et si une base de E diagonalise f, les valeurs propres de f doivent-
elles intervenir précisemment avec leur multiplicité algébrique (& savoir en étant
répétées autant de fois que la dimension de 1'espace propre correspondant) ?

La réponse a la premiere question est non et a la seconde est oui. En d’autres
termes, si une base de E diagonalise f alors elle comporte forcément des vecteurs
propres de tous les espaces propres, et autant de vecteurs propres d’un espace propre
que la dimension de cet espace propre. La matrice de représentation de f associée
est alors diagonale, elle comporte toutes les valeurs propres de f, chacune étant
répétée autant de fois que la dimension de I’espace propre correspondant.

Pour le voir, considérons une base B = (ey,...,e,) de E qui diagonalise f. Les
e; sont des vecteurs propres de f, et le ieme terme sur la diagonale de la matrice
de représentation de f dans B est la valeur propre associée a e;. Notons F, ..., E,
les espaces propres de f, 1 < p <n. Comme f est diagonalisable,

p
n="> dim(E;) .
i=1

Si I'un des E; n’est pas représenté dans B3, ou s’il y a moins de vecteurs de B; dans
B que la dimension de I'un des F;, alors il faudra forcément, pour compenser, qu’il
y ait un j # i pour lequel le nombre de vecteurs dans B qui proviennent de £}
soit strictement supérieur que la dimension de E;. Toute sous famille libre d’une



68 EMMANUEL HEBEY

famille libre (et donc a fortiori d’une base) étant libre on aurait donc une famille
libre de vecteurs de E; qui a plus de vecteurs que la dimension de Ej, ce qui est
impossible en vertu du théoreme fondamental de la théorie de la dimension.

En conclusion, si une base B diagonalise f alors forcément B est composée de
vecteurs provenant des espaces propres, tous les espaces propres sont représentés
dans B et, de plus, pour tout espace propre E;, B comporte exactement dim(FE;)
vecteurs provenant de F;. Donc quitte a réordonner ses vecteurs, B est forcément
du type B = (Bi,...,B) ou k est le nombre d’espaces propres de f et les B; sont
des bases de ces espaces propres (B; base de Eq, By base de Es etc.).

26. MULTIPLICITE DES RACINES ET DIMENSIONS DES ESPACES PROPRES

On démontre ici le théoréme suivant.

Théoréme 26.1. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie, et soit f €
End(E) un endomorphisme de E. Soit P le polynome caractéristique de f et A € R
une valeur propre de f. On suppose que l'ordre de multiplicité de A\ en tant que
racine de P est k, et donc que

P(X) = (X = )" Q(X)

ot Q est un polynome de degré n—k avec Q(N) # 0. Soit Ey ’espace propre associé
a la valeur propre \. Alors forcément dimE) < k.

On dit encore que la multiplicité algébrique d’une valeur propre A (au sens de
dimension de 'espace propre correspondant) est toujours plus petite que la multi-
plicité polynomiale de A. On démontre ce résultat en montrant tout d’abord que
le lemme suivant a lieu.

Lemme 26.1. Soit M une matrice carrée d’ordre n. On suppose que M est du

type
Id, | A
= ()
oup <n, A €R, Id, est la matrice identité d’ordre p, A est une matrice px (n—p),

B est une matrice (n —p) x (n —p) et 0 est la matrice nulle (n — p) x p. Alors
det(M) = APdet(B).

Démonstration. Pour “coder” la matrice M facilement fixons n et p (on sort donc
d’un raisonnement mathématique général) et supposons par exemple que n = 8 et
p =4. Alors M est du type:

ai1 aiz2 @13 a4
Q21 Q22 aA23 A24
aszr asz asz as4
G41 Q42 Q43 (44
bi1 bz bz biy
bar bz bag  boy
b3  b3zz b3z b3y
byr  baz  baz  byy

OO OO O OO
OO OO OO O
OO DO O »O O
OO OO O OO
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En développant le déterminant cette matrice suivant la premiere colonne on voit
que

a21 A22 Aa23 A24

a3l a3z a3z a34

a41 Q42 Q43 Q44

bir b1z bz by

bar b2z bag  boy

b31 b3z b3z b3y

0 0 bar by byz by

On redéveloppe suivant la premiere colonne et on obtient que

detM = Adet

OO OO OO
OO OO > O
O OO >»O O

A 0 a3y asx ass asy

0 A a41 Q42 Q43 Q44

N2 0 0 bix b2 b1z bis
detM = A°det 0 0 by by bos bog
0 0 b3z b3z b3z bz

0 0 by baz baz bu

Encore deux développements suivant la premiére colonne et on obtient que
b1 b2 biz bus
bai  baa baz  bog
detM = Mdet
bs1 bs2 bsz b3
bar bz baz bas

Soit
det(M) = Adet(B)

La preuve générale fonctionne de la méme facon. On développe p fois suivant la
premiere colonne pour obtenir que

det(M) = APdet(B) .

Une preuve mathématique rigoureuse par récurrence est facilement mise en place.
D’ou le lemme. [l

On revient maintenant a la preuve du théoreme. On suppose que A est une racine
d’ordre k£ du polynome caractéristique. On veut montrer que dimFEy < k. On peut
définir cet ordre de deux facons différentes: soit comme U'entier k£ pour lequel on
peut écrire que

P(X) = (X = N)"Q(X)

avec ) un polyndme réel de degré n — k vérifiant que Q(\) # 0, ou alors comme le
plus grand entier p pour lequel on puisse écrire que P(X) = (X — M)PQ(X) avec Q
un polynodme réel de degré n — p. L’équivalence de ces deux définitions suit de la
remarque que A est racine d’un polynome @ si et seulement si il existe un polynéme
Q avec QX)=(X- )\)Q(X) Il s’agit aussi du plus grand entier p > 1 pour lequel
P&)(X) = 0 pour tout 0 < s < p — 1. L'ordre 1 correspond alors & P(\) = 0 et
P’(X) # 0. L’ordre 2 correspond & P(A) = P'(A) = 0 et P"(\) # 0, etc.

Preuve du théoreme. Notons p = dimFE). Si p = n alors F) = F et donc f = Aldg
(i.e f(x) = Az pour tout z € E). Mais alors P(X) = (A— X)", donc k =n et on a
bien que p < k (en fait n = n). On suppose maintenant que p < n. Soit (e1,...,ep)
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une base de ). On la compléte par des vecteurs epy1,...,e, pour obtenir une
base B = (e1,...,€p,€pt1,...,€,) de E. On a alors

st~ (00 )

ot Id,, est la matrice identité d’ordre p, A est une matrice p X (n —p) et B est une
matrice (n — p) X (n — p). La matrice Mgp(f) — X1d,, s’écrit alors

Mpp(f) — X1dn = (Q : émdp B- )?Idn_p>

Avec le lemme précédent:
P(X) = (A -X)PQ(X),

ou @ est le polynéme caractéristique de B. Donc p < k puisqu’on peut voir k
comme le plus grand de tels p. D’ou le théoreme. ([l

Notons mg;(A) la multiplicité algébrique d’une valeur propre A, & savoir la di-
mension de 'espace propre associé Ey, et myp,(A) la multiplicité polynomiale de
A, a savoir 'ordre de la racine A dans le polynéme caractéristique. Ce que dit le
Théoréme 26.1 c’est que mq(A) < mpo(A). Un polynéme réel P est dit scindé si
toutes ses racines (entendues dans C qui est algébriquement clos) sont en fait dans
R et donc si P s’écrit sous la forme

k
P(X)=a H(X — )"

avec a, A1, ..., An, € R et n; € N* pour tout 7. On démontre le résultat suivant.

Théoréme 26.2. Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie, f € End(E)
un endomorphisme de E et P le polynéme caractéristique de f. L’endomorphisme
f est diagonalisable si et seulement si P est scindé et pour toute valeur propre A

de f, mai(f) = mpo(f)-

Démonstration. Notons n la dimension de E. Si f est diagonalisable, en calculant
le polynéme caractéristique P de f dans une base qui diagonalise f, on voit que
nécessairement P est scindé. Soient Aq,..., A\, les valeurs propres réelles distinctes
de f. On a alors

PX)=(-1"X —=2)™" ... (X =X\)", (26.1)
puisque le terme de plus haut degré de P est (—1)"X™, et n; = mpo(X;), i =1,...,p.
Comme [ est diagonalisable, n = Y ©_, dim(E;). Par ailleurs, mg(\;) = dim(E),)
pour tout i. Par comptage des degrés dans lexpression de P, n = >0 n;.

Le Théoreme 26.1 donne que mgqi(A;) < mpo(A;) pour tout 7. Donc forcément
Mar(Ai) = Mpo(A;) pour tout i. Réciproquement, si P est scindé alors il va s’écrire
sous la forme (26.1). Si ma(X;) = mpo(A;) pour tout i, comme n = Y, n;, on
obtient que n = >7_ my(N\;) = Y8, dim(E;). Donc f est diagonalisable. Le
théoreme est démontré. (]

En particulier, il suit de ce théoréme que si pour un ¢, ng(A;) < npo(A;), alors
f n’est pas diagonalisable. Si un tel i existe, et des qu’il est trouvé, la question de
la diagonalisation de f se clot. On a la un critere d’arrét possible dans 1’étude de
la diagonalisation de f.
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27. DANS LA PRATIQUE

On décrit sous forme de diagramme simple le processus de diagonalisation discuté
jusqu’a maintenant.

On part avec les données suivantes:
FE un R-espace vectoriel de dimension n,
B une base de E, f € End(F) et A = Mpp(f).

1

Calcul du polynéme caractéristique
P(X) = det(A — den)
de f ou Id,, est la matrice identité n x n

b
Recherche des racines de P dans R
1 1
Il y a des racines de P qui sont P a n racines distinctes dans
dans C mais pas dans R. Alors R. Alors f est diagonalisable.
f n’est pas diagonalisable.
3
Sinon soient A1, ..., A; les racines distinctes
de P dans R. On détermine les bases B; des sous
espaces propres définis pour ¢ = 1,...,k par

E)i = Ker(f — )\ZIdE)
La famille B = (By,...,By) est une famille
libre de E puisque la somme des E), est directe.

1 2
Si CardB = n, donc si B est Si CardB < n, donc si B n'est
une base de F, alors f est pas une base de E, alors f n’est
diagonalisable et Mgz (f) pas diagonalisable. En fait ce cas
est une matrice diagonale ne se produit que si nqi(A;) < nop(A;)
dont la diagonale est pour au moins un 4, et cela fournit
constituée des \;. un critere d’arrét possible a 1’étape

précédente.

28. UN EXEMPLE

Soient E un R-espace vectoriel de dimension 3, B = (e, €3, e3) une base de F,
et f € End(F) 'endomorphisme de E défini par

f (x161 + Toe9 + 1‘363) = (2331 — 2x9 + .1‘3) el
+ (21‘1 - 3:1,’2 + 2$3) €y — (’JJl - 2()’]2) €3
pour tous z1,x2,x3 € R. Sa matrice de représentation dans B est donnée par

2 -2 1
Mps(f) =12 -3 2
-1 2 0
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Son polynome caractéristique est alors donné par

2-X -2 1
P(X)=det| 2 -3-X 2
-1 2 -X

=Q2-X)xB4+X)xX+2x2x1+(-2)x2x(-1)
—1I1xB+X)x1-2x2x(2-X)—-2x(-2)x(=X)
=-XX-2)(X+3)—(X+3)
=—(X+3)x (X*-2X +1)
=—(X-1)*X+3).

L’endomorphisme f a donc deux valeurs propres qui sont —3 et 1. Soient E_3 et

E les espaces propres de f associés a ces valeurs propres. On a

E_ 5= {x =x1e1 + xaeg + 2363 / f(x) = —336}

et on écrit que f(z) = —3x si et seulement si
2 -2 1 T 1
2 -3 2 X2 =-3 T2
—1 2 0 X3 I3

On trouve pour systeme d’équations

2x1 — 229 + 3 = =311
2x1 — 3x9 + 223 = —3x2
—I1 + 2:172 = 73%3

On a les équivalences suivantes

2$1—2$2+.’E3:—3£E1 5%1—2.%2-’-%3:0
2x1 — 3x9 + 223 = — 312 & 2014+ 223=0
—x1 + 219 = —3x3 —x1+ 222+ 323 =0
4r1 — 229 =0
T = 2$1
<~ r3 = —T1 {
xr3 = —T1
—4x1 4+ 222 =0
Donc
E_ 5= {:13 = T1e1 + xoes + x3€3 / Xo = 211 et xg = —xl}

rie1 + 2£E162 — X1€3 / xr1 € R}

= {x1 (e1+2e2 —e3) /w1 € R}
et si on pose
€1 =e1+2es—e3

alors F_3 est la droite vectorielle de base (€1). On a de méme que

By = {af = w1€1 + Ta€y +a3€3 [ f(T) = ﬂf}
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et on écrit que f(x) = x si et seulement si

2 =21 X1 T
2 -3 2 X9 = To
-1 2 0 X3 T3

On trouve pour systeme d’équations

201 — 229 + 13 = 21
2x1 — 3x2 4 203 = 19
—x1 + 2502 = T3

On a les équivalences suivantes

2x1 — 220 + k3 = X1 T, —2x9+ 23 =0
2CE1 73.%24’21‘3 = T2 = 21’1 74%24’2%3 =0
—x1 + 229 = 3 —x1+ 222 —23=0

& x1—2x0+23=0.
Donc

Ey

{33 = T1e1 + Toeg + x3€3 / X1 — 209 + T3 = 0}

-
{

T1e1 + xoes — x1e3 + 22963 / x1,To € R}

xr1 (61 — 63) + X9 (62 + 263) / x1,To € R}

et si on pose

€y =e1 —e3 et e3 = eg + 2eg

73

alors (€2,€3) est une famille génératrice de E;. Il est facile de vérifier que cette

famille est aussi libre car

Aéx + péz =0= Xe1 + pes + (20— Nes =0
= A=u=0

puisque (e1,eq,e3) est une base. Donc (€9, €3) est une base de E; On en déduit
que f a deux valeurs propres —3 et 1, que dimFE_3 = 1 et que dimEy = 2. Comme
1+42=3,onaque E = E_3+FE) et f est diagonalisable. Sion note B = (€1, é3, €3),

alors B est une base de F et on a que

-3 0 0
Mgs(f)=10 1 0
0 0 1
De plus
1 1 0
My s=[2 o 1
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Pour inverser My_, z on peut remarquer que

r+y=X r+y=X

20+ z=Y &S 2x+z2=Y

—rx—y+2z2=27 22 =X+Z
z:%X—i—%Z

& e=-1x+1ly -1z
y=2x-1iv+1z

Donc:

1
% )
2

N

11
i 2

N[ =4 [ O
jen)
SIS

et on a que

Mgp(f) = MgiB'MBB(f)MB—}B‘. )
soit encore

Mps(f) = MB—)BMBB(f)MB_iB'- :

Remarque: Il s’ensuit que pour n’importe quel entier k,
kE _ AT (VR L
Mpp(f)" = Mpg_,zgMp(f)"Mg_ 5 , (1)

et comme

—
OOQI,Q
~

>

on va pouvoir facilement calculer Mgg(f)3, Mps(f)*, Mps(f)® etc. a partir de la
formule (1).

29. LE THEOREME DE CAYLEY-HAMILTON
On démontre ici le théoréme suivant.

Théoréme 29.1 (Théoreme de Cayley-Hamilton pour les endomorphismes). Soit
E un R-espace vectoriel de dimension finie, et soit f € End(E) un endomorphisme
de E. Soit P le polynéme caractéristique de f. On a P(f) = 0 au sens des
endomorphismes et donc aussi, pour toute base B de E,

P(Mpg(f)) =0.

Autrement dit, le polynéme caractéristique annule f et les matrices de représentations
Mgg(f) de f

Le terme ag de P est ici a comprendre comme agldg pour les endomorphismes
et apld,, pour les matrices. Si par exemple n = 3, et si P(X) = —X34+2X2+ X —4,
alors d’apres Cayley-Hamilton,

—fP42fP+f—4ldp =0
au sens des endomorphismes, et si A = Mpp(f), alors

—A3 4242+ A—41d3 =0
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ol 0 est la matrice nulle 3 x 3. En particulier, A% s’exprime en fonction de A2, A
et Ids. 1l existe une preuve tres simple du théoréeme de Cayley-Hamilton dans le
cas n =2, ou n = dim(E). On la donne ici avant de traiter du cas général.

Démonstration lorsque n = 2. En dimension 2 le polynome caractéristique P d’un
endomorphisme f s’écrit toujours X2 — tr(f)X + det(f) et donc, en termes de
matrices, si A = Mpg(f), on obtient que

P(A) = A% —tr(A)A + det(A)I; .
On vérifie que P(A) = 0. On écrit

a b
A_(C d).
_f[a b _ (a®>+bc ab+bd
\c “\ac+de be+d?)
puis tr(A) = a + d et det(A) = d bc Donc
A? — tr(A)A + det(A) I,
_(a”+bc ab+bd a b 10
_<ac—|—dc bc—|—d2> a—i—d( d>+(ad_b0)<0 1)
_(a®>+bc ab+bd a’+ad ab+bd " ad — bc 0
“\ac+de be+d? ac+cd ad+ d? 0 ad — be

_ a2+ bc ab+bd a2+ bec ab+bd
“\ac+de be+d? ac+dc be+d?

D’ou le résultat. O

S

Dans le cas général, avec donc n = dim(F) quelconque, un résultat technique
dont nous aurons besoin est la formule du développement d'un déterminant par
blocs.

Lemme 29.1. Soitn >2 et 1 <p<n. On considere A une matrice p X p, C une
matrice p X (n—p), 0 la matrice nulle (n—p) x p et B une matrice (n—p) X (n—p).

Alors ot ( %‘%) = det(A)det(B)

Démonstration. On se ramene au Lemme 26.1 en remarquant que

(S10) () - (45) .

ol I, est la matrice identité p x p et I,,_, est la matrice identité (n — p) X (n — p)
et les 0 dans la membre de gauche de 1’égalité sont les matrices nulles (n — p) X p
et p x (n —p). Avec le Lemme 26.1,

dt(IO g>=det(B)

et aprés manipulations élémentaires sur les lignes et le colonnes (permutation sur
les lignes (1,...,p,p+1,...,n) — (p+1,...,n,1,...,p) et méme chose sur les
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colonnes ensuite pour placer l'identité en bloc en haut a gauche, le signe de la
permutation est alors élevé au carré et donne +1) on obtient que

Al O
det( 0T, ) = det(4) .

Le lemme suit en revenant a (29.1) et en passant aux déterminants. g

Démonstration du théoréme de Cayley-Hamilton. Soit n = dim(F). On note P
le polynéme caractéristique de f. On suppose n > 1 (sinon E = {0} et le
résultat est trivial). Soit z € E\{0}. On distingue deux cas. (1) On suppose
que (x,f(x),fQ(x), .. .,f"’l(x)) est libre. Alors
B = (z,f(z), f(2),.... " (z))
est une base de F et il existe ag,...,a,_1 € R tels que
(@) = aox + a1 f(x) + aa f*(x) + - + a1 [" (@) .
On note @ le polynome
Q(X) = Qo +G1X+G,2X2 —+ - —|—an,1X"_1 - X"

On a alors Q(f)(x) = 0 par construction. La matrice de représentation de f dans
B est la matrice

0 0 0 0 ap
1 0 0 0 a
Mps(f)=|: R
0o 0 ... 1 0 Ap—2
0 0 e 0 1 Ap—1
puisque si on note ¢; les vecteurs de B, alors f(e;) = e¢;41 pouri=1,...,n—1 et
flen) = aper + -+ -+ an—_1€,. Par suite,
-X 0 ... 0 O ag
1 =X ... 0 0 ay
P(X)=det| : - :
0 0 SN 1 -X Ap—2
0 0o ... 0 1 ap1—-X
Notons L; les lignes de cette matrice. Alors
n
Li+Y X7'Li=(0 0 ... 0 0 QX))
i=2

On effectue cette opération et on développe suivant la premiere ligne. Alors

P(X) = Q(X)R(X)
ou R est un polynome. Pour des raisons de degrés, R est forcément un polynéme
constant. Et en comparant les termes de plus haut degré on voit que R = +1. On
en déduit que P(f)(z) = 0.
(2) On suppose que (x, f(x), f3(x),..., f”fl(:c)) est liée. On note k le plus grand
entier pour lequel la famille (:E, f(x), f3(z),..., fkfl(x)) est libre. Forcément k > 1
puisque z # 0. Notons F' le sous espaces vectoriel de E' de base

B = (z, f(2), f*(2),.... [ (x))
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Alors f induit un endomorphisme f|z : F' — F'. On complete By par des vecteurs
pour obtenir une base B de E. Alors

M7 - X1 = ()

ot A= Mg, 5, (fjr — XIdp). Avec le Lemme 29.1 on voit que

P(X) =P (X)Q(X),
ol P est le polynome caractéristique de fp, et Q est un polynéme de degré n — k.
D’aprés la premiére partie de la preuve, Py(f)(x) = 0. On a fP*9 = fP o f4. Donc
(PLQ)(f) = Q(f) o Pi(f), et on obtient que P(f)(z) = 0.

On a ainsi montré que P(f)(z) = 0 pour tout x # 0. Par linéarité ’égalité est
vraie pour £ = 0. Donc P(f) = 0 au sens des endomorphismes. On passe facile-
ment & la partie matricielle de Cayley-Hamilton en remarquant que Mpg(P(f)) =
P(Mpp(f)) de sorte que P(Mpg(f)) = 0 au sens des matrices. Le théoréme est
démontré. O

30. LE CAS DES MATRICES

On traite maintenant de la diagonalisation des matrices. La théorie est parallele
a celle de la diagonalisation des endomorphismes.

Définition 30.1. Soit A une matrice n x n, n € N. On dit que A est une ma-
trice diagonalisable s’il existe M une matrice inversible n X n avec la propriété que
M~YAM est une matrice diagonale.

La définition se justifie avec le théoreme suivant.

Théoréme 30.1. Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie et B une base
de E. Soit aussi A = Mpp(f) ot f € End(E). Alors A est diagonalisable si et
seulement si f est diagonalisable et on a que M~YAM est une matrice diagonale
si et seulement st My g = M o B est une base qui diagonalise f. En particulier,
A est diagonalisable si et seulement si 'ALCA de A, défini a la Section 11, est

diagonalisable.

Démonstration. On se donne E un R-espace vectoriel de dimension n, et B une
base de F. Par exemple E = R™ et B la base canonique de R™ constituée des
vecteurs (1,0,...,0), (0,1,...,0),..., et (0,...,0,1). Il existe (on I’a déja vu) un
unique endomorphisme f de E qui est tel que

Mpp(f)=A.
Dans e cas ou 'on se place dans R™ avec sa base canonique, f est TALCA de A. Si
(e1,...,en) sont les vecteurs de B, f est caractérisé par le fait que les coordonnées

de f(e;) dans la base B sont les composantes de la 7¢éme colonne de A. On suppose
que A est diagonalisable. On note B la famille de vecteurs de F qui est telle que

My ,5=M.

B—

Si ¢ est 'endomorphisme de E défini par le fait que
Mpp(p) = M ,
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les vecteurs é; de B sont données par les relations ¢(e;) = &;, et ¢ est un isomor-
phisme puisque M est inversible, de sorte que B est une base. On a alors que

M~YAM = M " Mpgs(f)Mg_, 5
= Mgg(f) -
Par suite, dire que A est diagonalisable entraine que f est diagonalisable. La
réciproque est vraie, et A est diagonalisable si et seulement si f l'est. On a
M~YAM = D avec A = Mpgg(f) qui équivaut alors & M = My, , 5 et D = Mpg(f).
Le théoreme est démontré. (Il

Dans la pratique, nul n’est besoin de déterminer f. On calcule le polynéme
caractéristique P(X) = det(A — X1d,,), ou Id,, est la matrice identité n x n. On
calcule les racines réelles de P, et on récupere ce qui a été dit dans la section
précédente.

Términologie: Si A est une matrice n X n on appelle valeur propre de A, vecteur
propre de A, espace propre de A et polynome caractéristique de A les données
correspondantes pour I’endomorphisme f : R” — R™ donné par A = Mpgp(f) dans
la base canonique B de R™. Les vecteurs propres, valeurs propres et espaces propres
d’une matrice A sont donc les valeurs propres, vecteurs propres et espaces propres
de 'ALCA de A.

Du théoreme de Cayley-Hamilton pour les endomorphismes on tire tres facile-
ment le théoreme de Cayley-Hamilton pour les matrices.

Théoréme 30.2 (Théoreme de Cayley-Hamilton pour les matrices). Soit A est
une matrice n x n. Soit P le polynome caractéristique de A. On a alors P(A) = 0.

Le terme ag de P est ici & comprendre comme agld,,. Si par exemple n = 3, et
si P(X)=—-X3+2X%2+ X — 4, alors —A43 +2A4? + A — 41d3 = 0.

Exercice: Soit o, a,b,c € R des nombres réels. On considere la matrice

a a b
A=[0 o ¢
0 0 «

Montrer que A est diagonalisable si et seulement si a = b= ¢ = 0.

Solution: Sia =b =c¢ = 0 alors A = alds et A est clairement diagonalisable
(puisque diagonale). A Iinverse, supposons que A est diagonalisable. Son polynome
caractéristique est

a—X a b
P(X) = det 0 a—X c = (X -a)?
0 0 a—X
(le déterminant d’une matrice triangulaire est égal au produit de ses termes diag-

onaux). Donc A a une seule valeur propre qui est a. On a supposé que A était
diagonalisable et donc il existe P une matrice inversible 3 x 3 telle que

P 'AP = ald; .
Soit encore, en multipliant & -gauche par P et & droite par P!,
A =aPIldsP~' = aPP™! = alds

ce qui n’est possible que sia =b=c=0. (]
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La rang d’une matrice diagonalisable est le nombre de valeurs propres non nulles
(compté avec multiplicité) ou, ce qui revient au méme, la somme des dimensions
des espaces propres associés a une valeur propre non nulle.

31. DIAGONALISATION ET PROJECTEURS
On démontre ici le résultat suivant.

Théoreme 31.1. Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie et u € End(E)
un endomorphisme de E. Alors u est diagonalisable si et seulement si u est com-

binaison linéaire de projecteurs pi,...,pr vérifiant que p; o p; = 0 pour tous ¢ # j
dans {1,...,k}.

Démonstration. (i) On suppose que u est diagonalisable. Soient Ap,...,A\; les
valeurs propres distinctes de u et E1,..., E} les espaces propres associés. On a

E=FE & ---® L.

Soit p; la projection sur F; parallelement & la somme @j# E; des E; pour j # 1.
Pour tout x € E, Jlxy € Ey,...,3xy € E}, tels que © = x1 + - -+ + x. Par suite

k
u(x) = Z Aii
i=1
k

tandis que (Zi:l )\Z—pi)(x]—) = Ajx; pour tout j puisque p; op; = 0sii # j et
puisque z; € E; = p;(z;) = z;. On en déduit que

(i )\ipi) (x) = i iz = u(z)

pour tout z. Donc u s’écrit comme une combinaison linéaire de projecteurs py, .. ., pg-
De plus Im(p;) C Ker(p;) si ¢ # j et ainsi p, o p; = 0 pour tout ¢ # j.

(ii) Réciproquement on suppose que u s’écrit comme une combinaison linéaire de
projecteurs pi, ..., py vérifiant que p; o p; = 0 pour tous ¢ # j dans {1,...,k}. On

écrit
k
=1

Pour un projecteur p, E = Ker(p) @ Im(p). Un projecteur est donc diagonalisable
avec pour valeurs propres 0 et 1 (d’espaces propres correspondant Ker(p) et Im(p)
puisque p*> = p). Ici les p; commutent deux & deux (puisque p; o p; = 0 si i # j)
et donc, avec le Théoreme 32.5 de diagonalisation multiple, on obtient que u est
diagonalisable. ([

32. DIAGONALISATION SIMULTANEE

On cherche a savoir sous quelles conditions deux endomorphismes vont étre di-
agonalisables simultanément. Un premier résultat dont nous aurons besoin est le
résultat suivant. Il s’agit d’une petite variation autour du théoréme de la base
incomplete.

Lemme 32.1. Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie n, (u1,...,up)
une famille libre de E, avec p < n, et B une base de E. On peut compléter
(ui,...,up) par des vecteurs epy1,...,e, de B pour obtenir une base de E.
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Démonstration. Notons Fy = Vect(uq,...,up). Clairement il existe e,41 € B qui
est tel que epp1 & Fo car sinon on aurait Fy = E ce qui est impossible (puisque
Fp est générée par p vecteurs, p < n). La famille (uq,...,up, ept1) est alors encore

une famille libre puisque si
AUy + -+ )\pup + )\p+1€p+1 =0,

alors soit Ap11 # 0, et en divisant par Apy; 'égalité ci-dessus, et en passant les ter-
mes en uy, ..., u, de 'autre coté de I’égalité, on vient d’écrire que 41 s’écrit comme
combinaison linéaire des uy, ..., u,, donc que e,y € Fy, ce qui est impossible, soit
Ap+1 = 0, mais alors, comme (ug, ..., up) est libre, on a aussi A\; =--- =\, =0. Si
p+1=mn, alors (u1, ..., up, pt1) est libre & n éléments dans E qui est de dimension
n, donc c’est une base de E et on a obtenu ce que ’on voulait. Sinon p 4+ 1 < n.
On pose Fi = Vect(uq, ..., up, ept1), €t on recommence. Le processus s’arréte au
bout d’un nombre fini n — p d’étapes. [

Un résultat clef est ensuite donné par le résultat suivant.

Théoréme 32.1. Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie, F C E un
sous espace vectoriel de E et f € End(E) un endomorphisme de E. On suppose
que F est stable par f, a savoir que f(F) C F. On note fip la restriction de f a F
qui devient donc un endomorphisme de F. Si f est diagonalisable sur E alors fip
est diagonalisable sur F.

Démonstration. Soit By une base de F. Comme f est diagonalisable, il existe B une
base de E qui diagonalise f. On complete B; par des vecteurs de B en utilisant le
lemme précédent. Soit Bs la famille des vecteurs rajoutés. Soit H I'espace vectoriel
de base By. Ona FE = F & H et B = (B1,B2) (avec abus de notation) est une
base de E. De plus, comme les vecteurs de By sont des vecteurs propres de f, on
a facilement que H est lui aussi stable par f au sens ou f(H) C H. On note g la
restriction de f a F' et h la restriction de f & H. La matrice de représentation de

f dans B est du type
AlO
Mss(f) = (ﬂ?) ’

ou A = Mpg,p,(g) est p x p, avec p = dim(F), et B = Mp,p,(h) est ¢ x ¢, avec
q¢=n—p=dim(H). Par suite

[ A-XId,| 0
MBB(f)XIdn( 5 B—Xqu>

En remarquant que

A—XIdp‘ 0 B Idp‘ 0 o A—XIdp‘ 0
0 |B-Xld, ) \ 0 |B-XId, 0 |Id,
et puisque det(M N) = det(M)det(N), on obtient facilement que si P est le polynéme
caractéristique de f dans E, P est le polynéme caractéristique de g dans F et Q
est le polynome caractéristique de h dans H, alors
P(X) = P(X)Q(X) .

Comme f est diagonalisable dans F elle a toutes ses valeurs propres dans R. Sachant
qu’une racine de P est forcément une racine de P en raison de ce que l'on vient
d’écrire, on voit que g a toutes ses valeurs propres dans R et que les valeurs propres
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de g sont des valeurs propres de f. De méme pour h. Soit A une valeur propre de
f, donc une racine de P. Trois cas de figures se présentent:

(1) X est racine de P mais pas de @
(2) A est racine de @ mais pas de P
(3) X est racine de P et de Q.

Dans le cas (1), A est valeur propre de g mais pas de h. Si E) est lespace propre
de f associé a \ et E est 'espace propre de g associé a A, on a alors que E,\ = E,.
En effet, ) C E,. Réciproquement, si z € E,\, en décomposant suivant F' & H on
écrit que x =u+wv avecu € F et v € H. On a alors que

flx) =Xz

= A\u+ \v

= f(u) + f(v)
et donc

flu) = Au=—(f(v) = o) .

Or f(u)—Au € F, f(v)—Av € H (puisque F et H sont stables par f) et FNH = {0}
(puisque F' et H sont en somme directe). Comme A n’est pas valeur propre de h,
forcément v = 0. Donc x € F et ainsi z € Ey. D’olt 'egalité. Méme chose pour (2)
mais avec h au lieu de g. Si E est I'espace propre de h associé & X alors Ey = Ey.
Supposons maintenant (3), donc que A est a la fois racine de P et de (). Dans ce
cas le petit calcul ci-dessus donne que

EA’)\ =FE\® E)\ .
En effet on a toujours Ey N E\ = {0}, donc E\ & EA, et B\ @ EA C E, de facon
évidente. Le petit calcul ci-dessus, lui, montre que E\ C EA @® F,. Comme f est

diagonalisable, E est somme (directe) des espaces propres E,\ de f et, en vertue de
ce que l'on vient de dire, on peut écrire que

E=( Y Eyo( Y. E).

A/P(N)=0 A/Q(N)=0
Clairement on a alors que F' = Z/\/P(/\) Eycarsi E=F@®H = F @ H avec

F C Fet HC H, alors forcément F = F et H = H. Donc F est somme des espaces
propres de g, et donc g est diagonalisable. C’est ce qu’il fallait démontrer. O

Le fait que P divise P, obtenu dans la preuve du Théoreme 32.1 sous I’hypothese
que f est diagonalisable reste vrai sans cette hypothese.

Théoréme 32.2. Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie, F C E un
sous espace vectoriel de E et f € End(FE) un endomorphisme de E. On suppose que
F est stable par f, a savoir donc que f(F) C F . On note f|p la restriction de f a
F qui devient donc un endomorphisme de F'. Si P est le polynome caractéristique
de fip et P est le polynome caractéristique de f, alors P divise P au sens ou il

existe un polynéme Q qui est tel que P= PQ.

Démonstration. Soit B une base de F' que 'on complete en une base B’ de E. La
matrice de représentation de f dans B’ s’écrit

o= ($12)



82 EMMANUEL HEBEY

ou si p = dim(F) et n = dim(F), alors A est p X p, B est p x (n — p), C est
(n—p) x (n—p) et le 0 est la matrice nulle (n —p) x p. On vérifie alors facilement
avec le Lemme 29.1 que P = PQ ol Q est le polynéme caractéristique de C. D’out
le résultat. (]

La clef dans la diagonalisation simultanée est la remarque que si deux endomor-
phismes f et g commutent, alors les espaces propres de I'un sont stables par I'autre.
C’est I'objet de l'exercice de la Section 24. Par exemple si A est valeur propre de
f et E) est I'espace propre associé, alors E est stable par g. En effet, pour tout
u € Ey, f(u) = Au. Donc g (f(u)) = g(Au) = Ag(u). Et puisque f et g commutent,

f(g(uw)) = Ag(u)

de sorte que g(u) € Ey. On a donc bien montré que g(Fy) C E\. Le théoréme qui
suit répond a la question de la diagonalisation simultanée.

Théoréme 32.3. Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie et soient f,g €
End(E) deux endomorphismes de E. On suppose que [ et g sont diagonalisables et
que f et g commutent (4 savoir que fog=go f). Il existe alors B une base de E
pour laquelle les matrices Mgg(f) et Mpzz(g) sont toutes deur diagonales. On dit
que [ et g ont €té diagonalisées simultanément.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur la dimension. Si n = 1 le résultat
est trivialement vrai. Supposons qu’il soit vrai pour tout espace vectoriel de di-
mension inférieure ou égale a n (récurrence totale). Soit E un espace vectoriel de
dimension n + 1 et soient f, g deux endomorphismes diagonalisables de F tels que
gof = fog. On note Ay, ..., A\ les valeurs propres distinctes de f. Si k = 1, alors
f = MIdg et toute base qui diagonalise g diagonalise f. Le fait que f et g soient
diagonalisables dans une base commune est donc vrai. Sinon k > 2. Notons E; les
sous espaces propres de f. Les E; sont stables par g (cf. ci-dessus). En considérant
les restrictions de f et g aux E;, comme dim(F;) < n puisque k > 2, et en raison
du théoreme 32.1, on peut appliquer I’hypotheése de récurence et on obtient qu’il
existe une base B; qui diagonalise f et g dans F;. En posant B = (5’1, e ,l’;‘n) on
obtient que B est une base de E et que B diagonalise a la fois f et g. La récurrence
est achevée. Le théoreme est démontré. O

Un autre résultat (important) dans le cas de n valeurs propres distinctes est le
suivant.

Théoréme 32.4. Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie n et soient
fyg € End(E) deuzx endomorphismes de E. On suppose que f an valeurs propres
distinctes et que f et g commutent (a savoir que fog = go f). Alors toute base de
FE qui diagonalise [ diagonalise aussi g. Autrement dit, pour toute base B de E, si
Mpg(f) est diagonale alors Mpp(g) est aussi diagonale.

Démonstration. Notons A1, ..., \, est les valeurs propres de f et E1,..., E, les es-
paces propres associés. Comme dim(E;) > 1 pour tout , et comme -, dim(E;) <
n puisque la somme des E; est directe, on obtient que dim(E;) = 1 pour tout . Une
base qui diagonalise f va étre du type B= (é1,...,€n), olt les &; sont des vecteurs
directeurs de E;. Comme f et g commutent, g laisse stable E; (cf. ci-dessus).
Donc ¢(&;) € E; et donc il existe y; € R tel que g(&;) = pié;. On en déduit que B
diagonalise aussi g. [
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Le cas de deux endomorphismes diagonalisables qui commutent s’étend a toute
famille d’endomorphismes diagonalisables commutants.

Théoréme 32.5. Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie n et soit
(u;)ier une famille (peut-étre méme infinie) d’endomorphismes diagonalisables de
E qui commutent deur a deuz. Il existe alors une base B de E pour laquelle les
matrices Mpp(u;) pour i € I sont toutes diagonales.

Démonstration. (i) On montre pour commencer que pour toute famille finie uy, ..., u,
d’endomorphismes diagonalisables de F qui commutent deux a deux, il existe une
base B de E pour laquelle les matrices Mgg(u;) pour i = 1,...,p sont toutes di-
agonales. On procede par récurrence sur p. Si p = 2 il s’agit de ce qui a été dit
plus haut. On suppose maintenant que la propriété est vraie a l'ordre p. Soient
alors ui,...,upy1 une famille de p + 1 endomorphismes diagonalisables de E qui
commutent deux a deux. Soit A € R une valeur propre de u,y; et soit Ey ’espace
propre correspondant. L’espace E) est stable par les endomorphismes uy, ..., u,
puisque les u; commutent entre eux. Les uq,...,u, induisent donc des endomor-
phismes v; = u; g, de Ey, i =1,...,p. Ces endomorphismes v; commutent deux
a deux puisque les u; commutent deux a deux et il sont diagonalisables en vertue
du Théoreme 32.1. Par hypotheése de récurrence il existe ainsi une base B) de F)
qui diagonalise les v1,...,vp. Les vecteurs de By étant des vecteurs propres des v;
ce sont aussi des vecteurs propres des u;. Ce sont encore des vecteurs propres de
Up+1 puisque les vecteurs de By sont dans Ey. On a

E:@EA,
A

ou la somme a lieu sur les valeurs propres distinctes de w41, puisque up4; est
diagonalisable. La réunion des bases B) devient ainsi une base de E constituée de
vecteurs propres des uj, ..., up11. La propriété est donc vraie a 'ordre p + 1 et la
récurrence est achevée.

(i) On traite maintenant le cas ou I est infini. En vertue de ce qui vient d’étre
démontré, toute combinaison linéaire finie des u; est diagonalisable. Donc toute
élément de Vect({u;,7 € I}) est diagonalisable. Or Vect({u;,i € I}) C End(E)
qui est de dimension finie. Ainsi Vect({u;,i € I}) est de dimension finie. Soit
(w1, ..., wn) une base de Vect({u;,i € I'}). Clairement les w; commutent deux a
deux (en tant que combinaisons linéaires des u; qui commutent deux & deux) et,
comme on vient de le voir, ils sont diagonalisables. Il existe donc une base B de
F qui diagonalise les w;, i = 1,...,m. Des lors B diagonalise tous les éléments de
Vect({u;,7 € I}), et donc tous les u;, i € I. Le théoréme est démontré. O

33. RACINES DE MATRICES

Soient A et B sont deux matrices n X n. On note B la base canonique de R™ et on
introduit les endomorphismes f et g de R™ définis par Mpg(f) = A et Mpp(g) = B.
Comme AB = Mpg(fog) et BA= Mpg(go f), on voit que

f et g commutent si et seulement si A et B commutent.

De plus, dire que M inversible est telle que M ~1AM est diagonale (resp. M ~1BM
est diagonale) c’est dire que M = My _ ;= ot B est une base pour laquelle Mz;5(f)
est diagonale (resp. My;(g) est diagonale). Des deux théoreémes de diagonalisation
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simultanée démontrés ci-dessus, et de la théorie de la diagonalisation des matrices,
on tire ainsi le résultat suivant.

Théoréme 33.1. Soient A et B deux matrices n X n. On suppose que A et B
commutent, donc que AB = BA.

(1) Si A et B sont toutes deuz diagonalisables, alors il existe une matrice n X n
inversible M pour laquelle M—YAM et M—'BM sont toutes deux diagonales.

(2) Si A an valeurs propres distinctes, alors A et B sont diagonalisables et pour
toute matrice n x n inversible M qui est telle que M~ AM est diagonale on a que
M~YBM est aussi diagonale.

Soit A une matrice n X n donnée et soit p € N* donné. On cherche a résoudre
I’équation matricielle
XP=A, (33.1)
ou X est une matrice n X n. La premiere remarque, fondamentale, est que les solu-
tions X de (33.1) sont & rechercher parmi les matrices qui commutent avec A. En
effet, si X est solution de (33.1), alors clairement AX = X A puisque dans les deux
cas on trouve AX = XPt!l et XA = XP*!. Donc si X est solution de I’équation
alors A et X commutent. On suppose maintenant que A est diagonalisable et on
se place dans les deux cas du théoreme ci-dessus.

Cas 1: On ne cherche pas vraiment toutes les solutions de (33.1), mais les solutions
de (33.1) qui sont diagonalisables. On note

S = {X solutions de (33.1) qui sont diagonalisables} .

Pour tout X € S, il existe M une matrice nxn inversible et D une matrice diagonale
n x n constituée des valeurs propres de A telles que M~ AM = D et M~'X M est
diagonale. On note D = Diag(x1,...,2,) la matrice n X n diagonale de diagonale
T1,...,T, qui est reliée & X par M~ ' XM = D. Alors
XP=As (MDM )Y =A

& MDPM~t = (MDM™Y)

s DP=D.
On est donc ramené a 1’étude de ’équation

DP =D (33.2)

avec D matrice diagonale donnée et D matrice diagonale inconnue. Notons D =
Diag(\1, ..., A,). On se rameéne donc aux équations dans R qui s’écrivent 2P = \;,
i=1,...,n. Sielles ont toutes des solutions on récupere les solutions de X¥ = A a
partir de D et de la formule X = M DM ~!. Attention il y a toutes les combinaisons
possibles des solutions des équations réelles qui interviennent. Par contre si 'une
des ces équations n’a pas de solution (parce qu’on est dans R et parce que p est pair
et A\; < 0 pour un %) alors il n’y a pas de solution & 1’équation matricielle X? = A.

A priori nous n’avons pas de contréle sur M qui diagonalise a la fois A et B, mais
toute matrice M DM ! est solution. Donc

S = {MDM—l, M € Dy, D solution de (33.2)} : (33.3)

ot D4 est 'ensemble des matrices inversibles M qui sont telles que M ~'AM = D.
En particulier, en fixant un M € Dy, on fabrique facilement une racine pieme de
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A lorsque les équations 2P = X\;, ¢ = 1,...,n, ont une solution. Soit My € Dy4
quelconque fixée. A titre de derniére remarque, on montre sans trop de difficulté
que

S = {MODMO—l, D solution de (33.2)} , (33.4)

a savoir que 'on obtient toutes les solutions sans avoir besoin de faire varier M
dans Dy4. Soit en effet M DM~ quelconque dans le S de (33.3). Donc M € D4 et
D est solution de (33.2). On pose

D= (M"'M))"'D(M~'M,) .
On a alors MoDMy ' = MDM~" tandis que
DP = (M~ My)~'DP (M~ My)
= (M~ Mo) ™' D(M ™' My)
= My ' [MDM "M,
= My 'AMy = D

et ainsi D est solution de (33.2). Donc M DM~ est dans le S de (33.4) et puisque
MDM™! est quelconque dans le S de (33.3), on a montré que pour My € Dy
quelconque fixé,

{MDM—l, M €D, D solution de (33.2)}
C {M()DM(;l7 D solution de (33.2)}

L’inclusion réciproque étant immédiate on a bien 1’égalité souhaitée entre les deux
S de (33.3) et (33.4).

Cas 2: C’est un cas plus simple et plus souvent rencontré. On suppose que A a n
valeurs propres distinctes. Donc A est diagonalisable. Comme X commute avec A
et comme A a n valeurs propres distinctes, X est automatiquement diagonalisable
et toute matrice inversible M pour laquelle M 1AM est diagonale est aussi telle
que M~'XM est diagonale. La on va obtenir toutes les matrices X solutions
de (33.1) sans avoir & imposer que X est diagonalisable (puisque le fait que X
est diagonalisable est ici donné gratuitement). On fixe M inversible n x n et D
diagonale qui sont données par M~'AM = D, et donc qui sont données par la
diagonalisation de A. Si S est I’ensemble des solutions de (33.1), alors

S = {MDMfl, D solution de (33.2)} .

Cette fois-ci on a un controle sur M puisque M est donné par la seule diagonalisation
de A. LA encore, si p est pair, il se peut que S = 0 si, dans D, il y a un terme
strictement négatif sur la diagonale.

Les équations 2P = a avec p pair ont, dans R, soit 0 solution (si a < 0), soit 1
solution (si @ = 0), soit 2 solutions si @ > 0. Avec p impair elles ont toujours une
et une seule solution. Donc, sous les conditions des cas 1 et 2 ci-dessus (donc en
particulier on parle de solution diagonalisable dans le cas 1), ’équation (33.1) a
entre 0 et 2" solutions si p est pair, et a une unique solution si p est impair.
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Exercice: Soient A et B les matrices réelles 3 x 3 données par

1 7 -7 5 =3 2
A=14 22 -23| etB=|6 —4 4
4 14 -15 4 —4 5

Combien y a-t-il de matrices X qui satisfont I’équation X2 = A ? Méme question
pour I’équation X3 = A ? Méme question pour Iéquation X2 = B.

Solution: Soit P le polynoéme caractéristique de A. Par le calcul on trouve que
P(X)=—-(X-1)(X+41)(X —8). Donc A est diagonalisable puisqu’il y a 3 valeurs
propres distinctes (qui sont ici —1, 1 et 8) et il existe M inversible telle que

-1 0 0
MAM =0 1 0
0 0 8

Clairement AX = XA si X2 = A ousi X2 = A (car XP = A implique que
AX = XPHl et XA = XPHL) et donc, M~ XM est aussi une matrice diagonale
(Théoreme 33.1, cas 2). On cherche alors X sous la forme X = MDM~! avec D
matrice diagonale. Des lors, les équations X? = A et X3 = A se rameénent aux

équations diagonales D2 = D et D® = D, olt D est la matrice diagonale ci-dessus.
En effet

(MDM Y =A & MD’M'=MDM™! & DP=D.

Si la diagonale de D est constituée des a,b,conveut donca®> =—1,0>=1letc> =8

pour Iéquation X2 = A et a® = —1, b = 1 et ¢ = 8 pour I’équation X3 = A.
L’équation a? = —1 est impossible dans R. I1n’y a donc aucune solution & 1’équation
X? = A. Toujours dans R il y a par contre une seule solution (a,b,c) € R? aux
équations a® = —1, b> = 1 et ¢3 = 8 (la fonction x — 2 est strictement croissante
de R dans R). Elle est donnée par a = —1, b =1 et ¢ = 2. Donc il y a une seule
matrice réelle X qui vérifie X3 = A, et elle est donnée par

-1 00
X=M|0 1 o|M!
0 0 2

Si on veut une forme explicite il faut calculer M et M ~!, la matrice M étant donnée
par la diagonalisation de A. On passe maintenant au cas de B. Si P est le polynéme
caractéristique de B, on trouve apres calculs que P(X) = —(X —1)(X —2)(X —3).
Donc B est diagonalisable puisqu’il y a 3 valeurs propres distinctes (qui sont ici 1,
2 et 3) et il existe M inversible telle que

100
M™'BM=(0 2 0
0 0 3
Clairement BX = XB si X? = B (car X? = B implique que BX = X? et
XB = X3) et donc, Mt X M est aussi une matrice diagonale (Théoréme 33.1, cas
2). On cherche alors X sous la forme X = MDM~" avec D matrice diagonale.
Dés lors, 'équation X2 = B se ramene a 'équation diagonale D2 = D, ott D est la
matrice diagonale ci-dessus. En effet

(MDM Y =B & MD*M~'=MDM™ & DP=D.
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Si la diagonale de D est constituée des a, b, ¢ on veut donc a2 = 1, b2 = 2 et ¢ = 3.
On trouve donc a = +1, b= +v/2 et ¢ = +/3. Il y a alors 8 solutions en tout qui
sont données par
+1 0 0
X=M{|0 +/2 0 |M*'.
0 0 +V3

La encore, si on veut une forme explicite, il faut calculer M et M !, la matrice M
étant donnée par la diagonalisation de B. O

34. POLYNOME MINIMAL ET DIAGONALISATION

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. Soit f € End(FE) un endo-
morphisme de E. Un polynéme réel P est dit un polynéme annulateur pour f si
P(f) =0 au sens du théoréme de Cayley-Hamilton. D’aprés ce méme théoréme, le
polynéme caractéristique de f est un polynome annulateur pour f. Le polynéme
minimal défini ci-dessous est en fait le polynéme unitaire de plus bas degré qui
annule f. Unitaire signifie ici que le coeflicient du terme de plus haut degré vaut 1.

Théoréme 34.1. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. Soit f €
End(E) un endomorphisme de E. Il existe un et un seul polynéme unitaire Py,
qui annule f et qui vérifie que tout polynéme annulateur P de f est multiple de Py,
au sens ou si P annule f alors nécessairement P = P,,Q ou Q est un polynome.
On dit que P, est le polynome minimal de f.

Démonstration. Soit A I’ensemble des polynémes anhulateurs de f. Cet ensemble
est non vide puisque, d’apres Cayley-Hamilton, le polynéme cractéristique de f est
un polynoéme annulateur de f. On note

p = inf{d € N* | d degré des polyndémes annulateurs de f} .

Les degrés sont des entiers et donc il existe P, € A un polynéme annulateur de f de
degré p. Soit P € A un (autre) polynoéme annulateur de f. Par division polynomiale
de P par P, il existe un couple (@, R) de polynomes tels que P = QP,, + R avec
d°R < d°P,, (ou d°R et d°P,, représentent le degrés de R et P,,). On a P(f) =0
et P (f) = 0. On en déduit que R(f) = 0. Or P, est de degré p > 1 minimal.
Donc forcément R est le polynéme nul et ainsi, P, divise P. Comme P € A est
quelconque, le théoréeme est démontré. (I

Le théoréme de Cayley-Hamilton nous dit que le polyndéme caractéristique est un
polynoéme annulateur. En dimension n on a donc au moins un polynéme annulateur
de degré n. On peut aussi produire des polynémes annulateurs en fonction du rang
de f.

Théoréme 34.2. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. Soit f €
End(E) un endomorphisme de E de rang r. 1l existe un polyndme annulateur
de f qui est de degré r + 1.

Démonstration. Le rang est la dimension de ’espace image. On note ey, ..., e, des
vecteurs de E choisis de sorte que (f(e1),..., f(e;)) soit une base de Im(f). La
famille (eq,...,e,) est nécessairement libre (car toute combinaison linéaire des e;
qui s’annule induit, en prenant le f de cette combinaison, une combinaison linéaire
des f(e;) qui s’annule). Avec le théoréme de la base incompléte on complete les e;



88 EMMANUEL HEBEY

en une base B = (ey,...,e,) de E. La matrice de représentation de f dans B est

alors une matrice du type
A| B
=)

oll A est une matrice r X r et B est une matrice r X (n —r) (le 0 en bas a gauche
est le 0 des matrices (n —r) x 7 et le 0 en bas a droite est le zéro des matrices
(n—7r) x (n—r)). Pour tout k € N*,

Ak | AR
k_
M_<0 ; )

Soit Py = Z;:o apXF le polynéme caractéristique de A. On note P = X P4 de
sorte que
P=> ap X",
k=0
Alors P est de degré r + 1 et
r Ak+1 | AFB
P(M) = ;Oak ( 5 5 )

_<AP3(A>PA<64>B>_(88)

puisque P4(A) = 0 par Cayley-Hamilton. D’ou le résultat. O

On dira d’un polynéme unitaire qu’il est scindé a racines simples s’il s’écrit sous
la forme de produit de termes du type X — A; avec les \; tous distincts entre eux.

Théoréme 34.3. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et soit f €
End(E) un endomorphisme de E. Les racines du polyndme minimal P,, de f sont
précisément les valeurs propres de f, et f est diagonalisable si et seulement si P,
est scindé a racines simples.

Démonstration. On montre pour commencer que si A est valeur propre de f, alors
P,,(A) = 0. Si A est valeur propre, il existe x € E\{0} tel que f(z) = Az. Mais alors
fF(x) = Az pour tout k. On a P,,(f) =0. Or P,,(f)(z) = Ppn(\)z. On en déduit
que P,(\) = 0. Réciproquement, supposons que P,,(A) = 0. Alors P, (X) =
(X = M)Q(X) ol @ est un polynéme de degré un de moins que le degré de P,,.
On vérifie facilement que si AB sont des polynémes, alors (AB)(f) = A(f) o B(f)
(puisque fPt9 = fP o f9). Par suite, puisque P,,(f) =0,

(f = Aldg)oQ(f) =0

au sens des endomorphismes. On a Q(f) # 0 (au sens des endomorphismes) puisque
le degré de @ est strictement inférieur au degré de P,,. Donc il existe x € F tel
que Q(f)(z) # 0. Mais alors, si u = Q(f)(z), (f — AMldg)(u) = 0. En particulier,
A est valeur propre de f. On a ainsi montré que les racines du polynéme minimal
P, de f sont précisément les valeurs propres de f.

Montrons maintenant que f est diagonalisable si et seulement si P,, est scindé &
racines simples. Supposons que f est diagonalisable. Soient Aj,..., A, les valeurs
propres distinctes de f. En vertue de ce qui a été dit ci-dessus,

Po(X)=(X—-X)...(X = 2)Q(X)
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avec () unitaire de degré d > 0. On veut montrer que ) est en fait de degré zéro,
a savoir que @ = 1. Comme f est diagonalisable, &' = Ey @ --- ® E), ol 'on a noté
E; lespace propre associé a A;. Donc tout € E se décompose (de fagon unique)
enx =x1 +---+x, avec x; € E;, et ainsi, clairement,

(u—XMIdg)o---o(u—AIdg)(z) =0

puisque les u— A;Id g commutent et annulent z;. Supposons par exemple que p = 2.
Le mécanisme ici en place est

(u—Mldg) o (u— Aoldp)(z1 + 22) = (u — MIdg) o (u — Aoldpg)(21)
= (u— Xoldg) o (u— MIdg)(z1)
~0.

On en déduit donc que (X — A1) x -+ x (X — Ap) est un polynéme annulateur pour
f- Donc forcément Q = 1 et P, est scindé a racines simples. Réciproquement,
supposons que P, soit scindé & racines simples. Alors P,, s’écrit sous la forme
Ppo(X) = (X —A)...(X = \p) et, en vertue de ce qui a été dit plus haut, les \;
sont précisément les valeurs propres de f. Soit encore F; I’espace propre associé a \;.
On a E; = Ker(u — A\;Idg). Le lemme des noyaux (cf. ci-dessous ou le Théoréme
7.3) permet alors d’écrire que Ker(P,,(f)) = E1 & --- & E,. Or P,(f) = 0 et
donc F' = E, @ --- ® E,. En particulier, f est diagonalisable. Le théoreme est
démontré. O

Le lemme des noyaux ci-dessous a été utilisé dans la preuve du théoréme précédent.
Des polynomes P, ..., P, sont dit premiers entre eux deux a deux si pour tous i # j,
les relations P; = QR; et P; = QR;, avec @), R;, R; des polynomes, entrainent que
Q est en fait une constante.

Lemme 34.1 (Lemme des noyaux). Soit E un R-espace vectoriel de dimension
finie et soit f € End(E) un endomorphisme de E. Soient Py, ..., P, des polyndmes
premiers entre euxr deux & deur. On note P =Py x --- x P,. Alors Ker(P(f)) est
la somme directe des Ker(P;(f)).

Démonstration. Soit N = Ker(P(f)) et soient N; = Ker(P;(f)). Soit @, le produit
des Pj pour j # i. On a P = P,Q; pour tout i, et P(f) = Q;(f) o Pi(f) de sorte
que N; C N pour tout i. Par récurrence il suffit de savoir traiter le cas p = 2. C’est
ce qui a été fait au Théoreme 7.3, mais pour plus de clarté on répete la preuve
ici. Soient donc P;, P, premiers entre eux et P = P;P,. Comme pour les entiers
naturels, il y a un théoreme de Bezout pour les polynomes. Puisque P; et P, sont
premiers entre eux, il existe ainsi des polynomes )1 et Q5 tels que

P +PQ=1.

Posons f1 = (P1Q1)(f) et fo = (P2Q2)(f). Alors f; + fo = Idg. Pour tout x € N
on peut alors écrire que
z = fi(z) + fa(z)

et que Pa(f)o fi(z) = 0et Pi(f)o fo(x) = 0 puisque P2(f)o f1 = Q1(f)o (P1P2)(f)
et Pi(f) o fo = Q2f) o (PiP2)(f). Donc fi(x) € Nz et fa(z) € Ny de sorte que
x € Ny + Ny. En particulier N = Ny + Ny (puisque N; C N). Reste & montrer que
Ny NNy = {0}. Mais si x € Ny N Ny alors fi(x) = 0 puisque f1 = Q1(f) o Pi(f), et
de la méme fagon, fo(x) =0. Or z = fi(x) + f2(x). Donc z = 0 et Ny N Ny = {0}.
Ainsi N = Ny & N,. Le lemme suit par récurrence. O
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On a vu que le polynéme minimal P, divise tout polynéme annulateur P (divi-
sion polynémiale, P = QP,,). On en déduit le résultat suivant.

Corollaire 34.1. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et soit f €
End(E) un endomorphisme de E. Alors f est diagonalisable si et seulement si il
existe un polynome annulateur de f qui est scindé a racines simples.

Tous ces résultats passent évidemment aux matrices toujours en exploitant que
A est diagonalisable si et seulement si f est diagonalisable lorsque f € End(R™) est
donné par A = Mgp(f), B la base canonique de R™.
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CHAPITRE 5
TRIGONALISATION

On aborde dans ce chapitre la théorie de la trigonalisation et certaines de ses
conséquences. Dans ce qui suit un polynome est dit scindé s’il s’écrit comme produit
d’un réel et de polynomes de degré un du type X — \;, les \; pouvant étre égaux
entre eux. Un polynéme sur R n’est pas forcément scindé (exemple X2 + 1). Par
contre, comme C est algébriquement clos, tout polynéme sur C est scindé.

35. LE THEOREME FONDAMENTAL

On commence avec la définition de la trigonalisation. Soit A = (a;;);; une
matrice. On dit que A est triangulaire supérieure si a;; = 0 pour pour tous i > j
et triangulaire inférieure si a;; = 0 pour tous j > ¢.

Définition 35.1. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et soit f €
End(E) un endomorphisme de E. On dit que f est trigonalisable s’il existe une
base B de E pour laquelle Mpg(f) est triangulaire supérieure.

On a ici fait le choix de se rapporter aux matrices triangulaires supérieures, mais
nous aurions tout aussi bien pu choisir les triangulaires inférieures. Si Mpg(f)
est triangulaire supérieure et si B = (e1,...,ey), alors Mpz(f) est triangulaire
inférieure lorsque l'on pose B = (en,...,e1). Une matrice qui est & la fois trian-
gulaire supérieure et inférieure est une matrice diagonale. Le théoréeme central de
la trigonalisation est le suivant. Comme on s’y attend, il va étre plus général que
celui de la diagonalisation.

Théoréme 35.1. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et soit f €
End(E) un endomorphisme de E. Alors f est trigonalisable si et seulement si le
polynéme caractéristique de f est scindé.

En théorie de la diagonalisation, cf. Section 26, f est diagonalisable ssi P est
scindé ET l'ordre des multiplicté des racines est précisément égal a la dimension des
espaces propres correspondant (la somme des multiplicité des racines vaut toujours
la dimension). Le seconde condition saute donc pour la trigonalisation.

Démonstration. Si f est trigonalisable, il existe une base B de E pour laquelle
Mpg(f) est triangulaire supérieure. Disons

ai; aiz2 a1z ... A1n

0 ag9 Q23 e aogn

MBB(f) — 0 0 aszz ... a3n

0 0 0 ... am

Mais alors

ay — X a2 a13 e Q1n
0 a2 — X a23 ce a2n,
MBB(f_XIdE) — 0 0 CL33—X asn

0 0 0 s g — X
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et en développant suivant la premiere colonne, puis la seconde etc. on voit que
P(X) =TIi-,(ai; — X). En particulier, P est scindé.

Réciproquement on veut montrer que si P est scindé, alors f est trigonalisable. On
va raisonner par récurrence sur la dimension n. Si n = 1 tout est trigonalisable et
I’amorce a la récurrence est vérifiée. On suppose maintenant que tout endomor-
phisme d’un espace de dimension n dont le polynome caractéristique est scindé est
trigonalisable. Soit E un espace de dimension n + 1 et f un endomorphisme de F
dont le polynéme caractéristique P est scindé. Alors le polynoéme caractéristique P
de f possede au moins une racine ;. Soit e; un vecteur propre associé a A;. On
complete e; par des vecteurs es, ..., e, pour obtenir une base B = (e1,ea,...,¢€,)
de E. Alors Mpg(f) s’écrit

)\1 ag . Qp,
0
Mps(f) = | M (35.1)
0
0
ou M est une matrice n x n. Soit F' = Vect(ez,...,e,). On note p : E — F la

projection parallelement & e, a savoir 'application linéaire définie par

n n
p(z zi€;) = Z Ti€;
i=1 =2

et on note g € End(F’) I'endomorphisme de F' défini par g(u) = p(f(u)) pour tout
ueF. SiB=(ez,...,ep),alors M = Mpz(g). SiQ estle polynéme caractéristique
de g, on a alors que

P(X) = (M — X)Q(X)

et donc @ est aussi scindé (puisque P l'est). Par hypothese de récurrence, puisque

dimF = n, il existe donc une base B = (é2,...,€yn) de F pour laquelle Myg;(g) est
diagonale supérieure. Posons é; = e; pour homogénéiser les notations. La famille
(é1,62,...,6,) est une base de E. On vérifie que f(é;) € Vect(éy,...,é;) pour

tout i puisque f(é1) = A1é; tandis que g(é;) € Vect(és,...,é;) pour tout i > 2
et, par définition de g, si g(u) = v, alors f(u) = Aé; + v pour un certain A € R.
Ainsi Mg (f) est diagonale supérieure. Ceci acheve la récurrence. Le théoréme est
démontré. (]

Si f est trigonalisable, les valeurs sur la diagonales d’une matrice de représentation
Mpg(f) de f qui est triangulaire sont les racines du polynéme caractéristique de
f, donc les valeurs propres de f.

Théoréme 35.2. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et soit f €
End(E) un endomorphisme de E. S’il existe un polynéme scindé Q qui annule f,
alors f est trigonalisable.

Démonstration. On procede comme ci-dessus avec une preuve par récurrence sur la
dimension n de E. Sin = 1 le résultat est vrai (tout est trigonalisable). On suppose
maintenant que tout endomorphisme d’un espace de dimension n qui possede un
polyndome annulateur scindé est trigonalisable. On considere E de dimension n + 1
et f un endomorphisme de E qui possede un polyndéme annulateur scindé, disons
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Q. On écrit que Q(X) = (X — )™ ... (X — Ap)™. Comme Q(f) = 0 on peut
écrire que

(= Mldg)™ oo (f ~ A,Idg)"” =0

Les f — A\;Idg ne peuvent donc pas tous étre injectifs (car sinon ils seraient bijectifs
et leur composée aussi). Donc il existe i tel que f — A\;Idg a un noyau non trivial.
Donc, pour au moins un i, A; est valeur propre de f. Disons ¢ = 1 (quitte & permuter
les );). Comme ci- dessus on va pouvoir écrire une équation comme (35.1) avec
M = Mpggz(g). Pour pouvoir conclure il reste & montrer que g possede un polynome
annulateur scindé. Or

P()\l) (l/2 . a;
0
Mps(P(f)) = | Mgg(P(g))
0
0
pour tout polynéme P, ou les aj, ..., a., € R (tout simplement parce que la relation

est vraie pour les puissances fP = fo---o f, p fois). En prenant P = @ on voit
que Q(g) = 0. Donc g posséde un polynéme annulateur scindé. Par hypothese
de récurrence g est trigonalisable. On conclue comme ci-dessus. Le théoreme est
démontré. (]

Une conséquence simple de ce théoréme est qu'un endomorphisme f (en dimen-
sion finie) est trigonalisable si et seulement si son polynéme minimal est scindé (et
non plus scindé & racines simples comme il fallait exiger pour la diagonalisation).
En effet le polynome minmal annule f. S’il est scindé f est donc trigonalisable. A
I'inverse, si f est trigonalisable, alors le polynéme caractéristique de f est scindé.
Or le polynéme minimal divise le polyndéme caractéristique. Il est donc lui aussi
scindé.

36. ESPACES CARACTERISTIQUES

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n et soit f € End(FE) un endo-
morphisme de E. On suppose que le polynoéme caractéristique P de f est scindé.
Donc

PX) = (—1)"(X = A)™ x -+ x (X = A,)™

ol les A; sont deux & deux distincts (et n = ny +--- 4+ n,). On appelle alors sous
espace caractéristique de f associé a la valeur propre \; I’espace

B = Ker(f — \Idg)™ (36.1)

Bien siir, si E), est I'espace propre associé a la valeur propre \; alors Ey, C E2.
Mais il n’y a pas forcément égalité. Une remarque simple est que les espaces car-
actéristiques E) sont forcément stables par f car si € E)i alors

(f = Addg)™ (F(x)) = (f = Xldg)™ ((f = Mldg)(2) + Aix)
= (f = Mldp)" " (@) + A (f = Addg)™ (2)
=0+0=0.

On commence par démontrer le théoréme suivant.
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Théoréme 36.1. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n et soit f €
End(E) un endomorphisme de E. On suppose que le polynéme caractéristique P
de f est scindé. On note Ai,..., A, les valeurs propres distinctes de f et n; leur
multiplicité. Alors pour tout i = 1,...,p, EX est de dimension n; et, de plus, E
est toujours somme directe des E.

Du coup, avec ce théoreme, on voit qu'un endomorphisme est diagonalisable si
et seulement si son polynoéme caractéristique est scindé et les espaces propres sont
précisément les espaces caractéristiques.

Démonstration. Les polynomes (X — \;)™ sont premiers deux & deux. Le produit
de ces polynomes vaut, a (—1)" pres, le polynéme caractéristique P de f. On sait
avec Cayley-Hamilton que P(f) = 0. Donc E = Ker(P(f)). Le lemme des noyaux,
cf. Théoreme 34.1, nous dit alors que

E=EM&---QEM. (36.2)

La seconde affirmation du théoréme est démontrée. Pour ce qui est de la premiere
on note f; la restriction de u & E2¢. Clairement f; n’a qu'une seule valeur propre
\; car si x € E2\{0} est tel que f(x) = Az alors

0= (f — NIdp)™ (z) = (A — \)"

de sorte que forcément A = ;. Le polynome (X — A;)™ est scindé et il annule f;.
Donc, cf. Théoreme 35.2, f; est trigonalisable et les termes sur la diagonale de ses
matrices de représentations triangulaires sont tous égaux a A;. Le polynome car-
actéristique de f; est donc du type P;(X) = (—1)% (X — ;)% ou d; est la dimension
de E2i. La décomposition (36.2) permet d’écrire que le polynéme caractéristique P
de f est le produit des P; car si B est une base de E constituée de bases B; des E)
alors pour tout endomorphisme g qui laisse stable les E2¢, Mpp(g) est diagonale
par blocs en les Mp,5,(g) (cf. Lemme 29.1). En comparant,

P(X) = (—1)"(X = A)™ ... (X = \)"
= (1) BTt (X A (X - N

On en déduit que nécessairement d; = n; (si d; < n; on simplifie par (X — ;)% et
on aboutit a une contradiction car deux polynoémes ne peuvent étre égaux si 'un
s’annule en ); et I'autre pas). Donc, par définition de d;, la dimension de EX¢ est
n; pour tout ¢. Le théoreme est démontré. ([l

37. LA DECOMPOSITION DE DUNFORD

La décomposition de Dunford s’applique aux endomorphismes trigonalisables.
On commence avec la définition des notions jumelles d’endomorphisme nilpotent et
de matrice nilpotente.

Définition 37.1. (i) Soit E un R-espace vectoriel et soit f € End(E) un endo-
morphisme de E. On dit que f est nilpotent s’il existe k € N* pour lequel f* = 0.
(ii) Soit A € M, (R) une matrice réelle carrée n x n. On dit que A est nilpotente
s’il existe k € N* tel que A*¥ = 0.

Bien sur, si f est nilpotent avec E de dimension finie, alors pour toute base B
de FE, la matrice de représentation Mpp(f) de f dans B est nilpotente puisque

Mps(f*) = Mps(f)* .
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Réciproquement, si pour une base B on a que Mpp(f) est nilpotente, alors f est
aussi nilpotent. On montre maintenant que les endomorphismes nilpotents ont 0
pour seule valeur propre et donc aussi, en particulier, que le seul endomorphisme
nilpotent qui soit diagonalisable est I’endomorphisme nul.

Lemme 37.1. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n. Si f € End(F)
est nilpotent alors 0 est ['unique valeur propre de f et, en particulier, le seul endo-
morphisme nilpotent de E qui soit diagonalisable est l’endomorphisme nul.

Démonstration. Soit B une base de E et A = Mpp(f). Si f¥ = 0 alors A =0
(voir ci-dessus) et donc det(A*) = 0. Or det(A*) = det(A)* et donc, det(A) = 0.
En particulier, 0 est valeur propre de f. Par ailleurs, si A est valeur propre de f,
il existe alors u € E\{0} tel que f(u) = A\u. Mais alors f*(u) = Au et donc, si
f* =0, alors forcément \¥ = 0, soit A = 0. Ainsi f a pour seule valeur propre la
valeur propre 0. Si f était diagonalisable alors on pourrait choisir B dans la preuve
comme étant formée de vecteurs propres de f. Mais alors A = 0, donc f = 0, ce
qui démontre le lemme. O

En regardant A dans la preuve du Lemme 37.1 comme une matrice complexe,
et le polynome caractéristique comme un polynoéme complexe, en passant au cas
complexe comme dans la Section 39, on montre sans difficulté que le polynéme
caractéristique d’un endomorphisme nilpotent en dimension n s’écrit toujours sous
la forme (—1)"X™.

Théoréme 37.1 (Décomposition de Dunford). Soit E un R-espace vectoriel de
dimension finie et f € End(E) un endomorphisme trigonalisable de E. Il existe
alors un unique endomorphisme nilpotent u € End(E), et un unique endomorphisme
diagonalisable g € End(E) tels que f = u+g et uog = gowu. De la méme
fagon, pour toute matrice carrée A € M, (R) dont le polynéme caractéristique est
scindé, il existe une unique matrice nilpotente N € M, (R) et une unique matrice
diagonalisable A € M, (R) telles que A= N+ A et NA =AN.

Les deux énoncés sont bien sir équivalents, ce que ’on montre facilement en
fixant une base de E et en passant aux matrices de représentations. On démontre
la version “endomorphisme” de la décomposition de Dunford.

Démonstration. (i) Existence. Soit donc f € End(FE) un endomorphisme trigonalis-
able de E. Le polynéme caractéristique P de f est alors scindé. On note Aq,..., A,
les valeurs propres distinctes de f et n; leur multiplicité. On a d’aprés le Théoreme
36.1 que pour tout i = 1,...,p, 'espace caractéristique E est de dimension n;
et, de plus, que E est toujours somme directe des E2i. On définit g € End(E) en
posant que

g(x) = Nz

pour tout x € Eg‘l et pour tout ¢ = 1,...,p. Comme E = Eg‘l ®-- D EC)“’,
cela définit bien un endomorphisme de E. De plus g est clairement diagonalisable
puisque si By, ..., B, sont des bases de EM, ... ,Eé\”, et si B=(B,...,B,), alors

Mpgr(g) est diagonale de diagonale les \; (répétés n;-fois chacun). On pose alors
u=f-yg
Ai

qui est bien un endomorphisme de E. Par définition de E}¢, et construction de
g, EX C Ker(u™) pour tout i. Soit m = max;n;. Comme Ker(u®) C Ker(u?)
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pour tous entiers a < 3, on obtient que u™(x) = 0 pour tout z € E2. Et comme
E est somme directe des E}¢, u™(x) = 0 pour tout z € E. En particulier, u
est nilpotent. Comme f = u + g il reste & montrer que u et g commutent. Les
espaces caractéristiques E2¢ sont stables par f comme on ’a vu & la Section 36. Ils
sont aussi clairement stables par g (par construction de g). Ils sont donc stables
par u. Pour tout i et tout z € E)i, on a alors que g o u(x) = \u(x) tandis que
uwo g(r) = u(\x) = \ju(z). Donc gou = uo g sur EX pour tout i. La encore,
comme E est somme directe des Ei, on obtient que g ou = u o g sur E, et donc
que g et u commutent. La partie existence de la décomposition de Dunford est
démontrée.

(ii) Unicité. Soit (u,g) le couple d’endomorphismes construit ci-dessus. Soient
(@, ) un couple constitué d’un endomorphisme nilpotent et d’un endomorphisme
diagonalisable, avec les deux qui commutent et qui sont de somme f. On montre
dans ce qui suit que u et & commutent alors forcément, ainsi que g et g. En tout
premier lieu on remarque que f et g commutent et que f et g commutent aussi. En
effet f =wu + g et donc, puisque u et g commutent,
gof=gou+g’

=uog+g’

=(utg)oyg

=foyg
et méme chose si 'on part de f = @+ g. On remarque maintenant que les espaces
propres E)i sont forcément stables par § puisque si € E), et comme f et §
commutent,

(f = Mldg)™ (§(@)) = 3((f — Aldp)™ (x)
=§(0)=0.
A

Comme g(z) = \x pour x € E2, on en déduit que g et § commutent sur Ei
pour tout i. Et comme E est somme directe des E), g et § commutent sur E.
Onau=f—-—geta=f—g. Or fetgcommutent, f et § commutent et g et §
commutent. On en déduit que u et & commutent puisqu’alors
uou=f*~fog—gof+gog
=f?—gof—fog+goyg
=uou.

D’otl ce qui a été annoncé plus haut. Comme g et § commutent, et puisqu’ils sont
tous deux diagonalisables, il existe d’apres le Théoreme 32.3 une base B de E qui
diagonalise a la fois g et g. Donc g — g est diagonalisable. Par ailleurs, avec la
formule du binéme de Newton, et puisque u et 4 commutent, on voit que si ™ = 0
et 4™ = 0, alors

_ m-+m
(U N ﬂ)m+m — Z (_1)m+m—k:uk ° ,am-i-m—k
k=0
=0
puisque pour tout k =0, ..., m+m, on a soit k > m, soit m+m—k > m (on pourra

préférer écrire la formule du bindéme de Newton pour les matrices de représentations
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de u et @ en fixant une base de F, mais cela revient en fait exactement a ce que
Pon vient d’écrire). Or

J—g=u—1u.
Donc § — g est a la fois diagonalisable et nilpotent. Avec le Lemme 37.1 on en
déduit que g — g = 0 et donc que g = g. Il suit qu’on a aussi que ¢ = u. D’ou
I'unicité. Le Théoreme est démontré. (I

38. LA REDUCTION DE JORDAN

On aborde ici la réduction de Jordan des matrices trigonalisables, a savoir dont
le polynéme caractéristique est scindé. Il convient en premier lieu de définir ce que
I'on entend par bloc de Jordan et par matrice de Jordan..

Définition 38.1. Un bloc de Jordan est une matrice carrée By € M,(R), avec
p € N*, qui s’écrit sous la forme

A1 0 0
By — 0 A 0
: o1
0 ... 0 A

ou N € R, autrement dit qui s’écrit sous la forme d’une diagonale constituée d’une
méme valeur A et d’une “petite diagonale” juste au dessus constituée uniquement
de 1, toutes les autres entrées étant des 0.

Lorsque p = 2, les blocs de Jordan sont du type

Al
().

Lorsque p = 3 les blocs de Jordans sont du type

A1 0
Bx=10 X 1
0 0 A
Lorsque p = 4 les blocs de Jordans sont du type
A1 0O
0 X1 0
Bx=1lo 0 x 1"
0 0 0 A

et on peut continuer avec p = 5, p = 6 etc. Une matrice de Jordan est alors
une matrice diagonale par blocs, les blocs étant des blocs de Jordan de tailles
possiblement différentes.

Définition 38.2. Une matrice de Jordan est une matrice diagonale par blocs de la

forme
By, 0 0 0
0 By, O 0

0 o .0
0 0 0 By,
les By, étant des blocs de Jordan, possiblement de tailles différentes.

J:
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Par exemple,

A1 0 0 0 O
0 A1 0 0 O
J— 0 0 A0 0 O
0 00 o 1 O
0 00 0 p 1
0 000 0 pu
est une matrice de Jordan 6 x 6 avec deux blocs de Jordan 3 x 3 donnés par
A1 0 w1 0
By=10 X 1 et B,=(0 p 1
0 0 X 0 0 pu

La réduction de Jordan des matrices trigonalisables (& savoir dont le polynome
caractéristique est scindé) est donnée par le théoréme suivant.

Théoreme 38.1 (Réduction de Jordan). Soit A € M, (R) une matrice réelle
carrée n x n. Il existe alors P € M, (R) inversible pour laquelle P~1AP est
une matrice de Jordan. De facon équivalente, si E est un R-espace vectoriel de
dimension finie, et f € End(E) est un endomorphisme trigonalisable, alors il existe
une base B de E pour laquelle Mpg(f) est de Jordan.

Les deux énoncés sont équivalents comme on le voit en passant aux matrices de
représentations et en utilisant bien str la formule de changement de bases pour les
matrices de représentations dans le cas des endomorphismes (avec une méme base
répétée au départ et a larrivée). La premiere étape dans la preuve du théoreme
est constituée du lemme suivant.

Lemme 38.1. Etant donnés E un R-espace vectoriel et f € End(E) un endom-
rophisme nilpotent de E, on définit lindice de nilpotence de f comme étant le plus
petit entier k > 1 pour lequel f* = 0. Si k est lindice de nilpotence d’un endo-
morphisme nilpotent f, et si x € E est tel que f*=1(x) # 0, alors le sous espace
vectoriel

E,(f) = Vect(z, f(z),..., " (z))

est stable par f et de dimension k. En particulier, si f est nilpotent, et si E est de
dimension finie, alors automatiquement f* =0 ou n est la dimension de F.

Démonstration. Clairement la famille (x, f(x),..., f’“_l(x)) est libre car si

k—1 )
> Nifi(x) =0
=0

alors en appliquant fP au membre de gauche de cette identité on récupere encore

le vecteur nul, et puisque f/ =0 pour j > k,

k—p—1
3 AfPE) =0
i=0

pour tout p. En prenant p = k — 1, et puisque f¥~1(x) # 0, on trouve que \g = 0.
En prenant ensuite p = k — 2 on trouve que A\; = 0 et ainsi de suite jusqu’a annuler
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tous les A;, ce qui prouve bien que la famille est libre. Donc E,(f) est de dimension
k. Clairement E,(f) est stable par f car pour tous A1,..., A\p—1 € R

k—1 k—1 k—2
f (Z Aifi(m) =Y N =D N (@)
=0 1=0 1=0

de sorte que pour tout y € E,(f), f(y) € E.(f). La premieére partie du lemme est
démontrée. Si maintenant F est de dimension finie n, alors clairement & < n. Donc
f™ = 0. La seconde partie du lemme est démontrée. O

La seconde étape est donnée par le lemme suivant.

Lemme 38.2. Le théoréme de réduction de Jordan et vrai dans le cas nilpotent,
donc si A ou f sont trigonalisables et nilpotents.

Démonstration. On se place dans le cas des endomorphismes et on effectue une
récurrence forte sur la dimension de E. L’hypothése de récurrence considérée a
I'ordre n est alors que pour tout 1 < p < n, tout R-espace vectoriel de dimension
p et tout endomorphisme trigonalisable nilpotent de F, il existe une base B de F
pour laquelle Mpg(f) est de Jordan. Si n = 1 le résultat est évident. On suppose
donc notre hypothese de récurrence totale vraie a I’ordre n et on veut la montrer a
Pordre n+ 1. Soient alors 1 < p < n+1, E un R-espace vectoriel de dimension p et
f un endomorphisme trigonalisable nilpotent de E. On peut supposer que p = n+1
car sinon on tombe dans notre hypothese a ’ordre n. Soit k l'indice de nilpotence
de f. En vertue du Lemme 38.1, k < n + 1. Soit x € E tel que f*~!(z) # 0 qui
existe car par définition de I’indice de nilpotence f*~! ne peut étre ’endomorphisme
nul. Toujours en vertue du Lemme 38.1, la famille B’ = (ey,...,ex) est libre, on
e; = f*%(z) pour tout i = 1,...,k. Attention, pour obtenir des 1 au dessus de la
diagonal principale, et non pas en dessous, on inverse ici I'ordre des e;:

er1 = fF ), . ey = f(2),en = .

En notant Ey(z) 'espace engendré par (eq,...,ex), et f la restriction de f & cet
espace, la matrice de représentation de f dans la base (eq,...,e) est le bloc de
Jordan By (avec A = 0) de taille k de la Définition 38.1. On prétend ici qu’il existe
F un sous espace vectoriel de E, de dimension n+ 1 — k et stable par f, qui est tel
que
E = Ef (.I) G F .

On démontre I'existence d’un tel F plus bas (la question ne se pose que si k < n).
Si f est la restriction de f a F, alors, par hypothese de récurrence, il existe une
base B” de F pour laquelle la matrice de représentation de f dans cette base est
une matrice de Jordan. En posant B = (B’,B"), on obtient une base B de E et
la matrice de représentation de f dans B est elle aussi clairement une matrice de
Jordan, le premier bloc étant le By de taille £ obtenu ci-dessus, suivi des blocs
associés a la réduction de f . Le lemme est démontré. O

Pour étre complet, on démontre ici I’existence du supplémentaire stable F' qui a
été utilisé dans la preuve du Lemme 38.2 ci-dessus.

Démonstration de lexistence de F'. On complete la famille (eq,. .., ex) en une base
(e1,.. ., €k, €kt1y--.,6nt1) de E. Soit e} la forme linéaire duale de e;, que 'on
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définit comme étant la forme linéaire sur E qui vérifie que ej(e;) = 0 pour tout
J > 2 tandis que ej(e1) = 1. On pose alors

F={yeE /eiof(y)=0Yj>0}
k-1
= ﬂ Ker(e} o f7) .
j=0
La premiere remarque est que F est bien un sous espace vectoriel de E. Soit
maintenant ¢ I’application linéaire de F dans R? donnée par

e(y) = (i), et o f(y), - et o [ (y)
pour tout y € E. Alors F' = Ker(p) et donc, avec le théoréme du rang, puisque

Reg(p) < p, on obtient que dim(F) > n — p. Clairement F est stable par f par
définition méme de F'. On affirme maintenant que

Ef(z) N F = {0} .

En effet si y € Ef(x), alors y = Zf;é A;if(z). Sion a aussi que y € F alors
er(y) =0, efof(y) =0, ...et0fF1(y) =0et donc \y_; =0, \p_2 =0,..., A9 =0,
soit encore y = 0. D’ou laffirmation. Comme dim(Ef(x)) = k et puisque E;(z)BF
en raison de ce que l'on vient de dire,

k+dim(F)<n

de sorte que dim(F) < n—k. On en déduit que dim(F') = n—k puis, par argument
de dimension, que E = E¢(x) & F, ce que 'on voulait démontrer. O

On démontre maintenant le Théoreme 38.1. On le démontre dans sa version
“endomorphisme”.

Démonstration du Théoréme 38.1. Soit donc E est un R-espace vectoriel de dimen-
sion finie et f € End(E) un endomorphisme trigonalisable de E. On note A1,..., A,
les valeurs propres distinctes de f et n; leur multiplicité. On a d’apres le Théoreme
36.1 que pour tout i = 1,...,p, 'espace caractéristique E)i est de dimension n; et,
de plus, que E est toujours somme directe des EXi. Les espaces E2¢ sont stables
par f comme on l'a vu & la Section 36. Si f; est la restriction de f & E,

gi = fi = Aild

est nilpotent par définition de EXi. Il est aussi trigonalisable comme vu dans la
preuve du Théoreme 36.1. Avec le lemme 38.2 on obtient donc 'existence d’une
base B; pour laquelle Mg, 5, (f —\;1d Ez\) est une matrice de Jordan, ce qui implique
que Mg, 5, (f) est aussi une matrice de Jordan. Si on pose B = (By,...,B,) alors
B est une base de E et Mpp(f) est encore de Jordan, les blocs de Jordan de cette
matrice étant constitués de la succession des blocs de Jordan associés aux Mg, s, (f).
Le théoreme est démontré. O

39. LE CAS COMPLEXE

Une théorie analogue existe lorsque le corps de base est C et non plus R (et on
peut méme généraliser & des corps plus généraux). Dit autrement, il existe une
théorie analogue des espaces vectoriels complexes. Rien ne change, si ce n’est que
C est un corps algébriquement clos ce qui, comme vous pouvez vous en douter,
induit quelques petits changements notables sur la réduction des endomorphismes
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qui est tres liée aux racines du polynomes caractéristiques. La propriété essentielle
de C est donc que “tout polynome complexe P de degré n > 1 s’écrit sous la forme

n
P(X)=a]J(x-x) .
i=1
0l a,A1,...,A\p € C et peuvent étre égaur’. En d’autres termes, un polynome
sur C est toujours scindé. La théorie de la diagonalisation reste essentiellement
inchangée.

Théoréme 39.1. Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie et soit f €
End(E) un endomorphisme de E. On note A1, ..., A\, les valeurs propres distinctes
de f et Ex,,...,Ex, les espaces propres correspondants. Alors f est diagonalisable
si et seulement si E = E\, & - ® E) .

Pour la trigonalisation par contre cela change tout puisque la seule condition
est que le polyndéme caractéristique soit scindé et puisque tout polynome sur C est
scindé.

Théoréme 39.2. Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie. Tout endomor-
phisme f € End(E) est trigonalisable.

On a bien sur les analogues matriciels de ces deux théoremes. En particulier,
pour tout matrice carrée complexe A, il existe P complexe inversible et T complexe
triangulaire supérieure telles que A = PTP~!. Une conséquence “amusante” de
ce changement porte sur la densité des matrices diagonalisables dans l’espace de
toutes les matrices. Cette densité a lieu dans C mais pas dans R.

Théoréme 39.3. Soit A = (a;j);; une matrice carrée n X n a coefficients com-
plezes. Il existe alors une suite Ay = (afj)iyj de matrices carrées diagonalisables a

coefficients complexes telle que pour tous 1,7 =1,...,n,
. k
a;; = lim a;; .
K k— o0 v

Cette propriété générale de densité cesse par contre d’étre vraie lorsque l'on rem-
place C par R.

Dit autrement, si M, (C) désigne I’espaces des matrices carrées nxn a coefficients
complexes, si Dy désigne I’espace des matrices réelles n x n diagonalisables et si D
désigne ’espace des matrices complexes n x n diagonalisables, alors D¢ est dense
dans M,,(C) tandis que Dg, lui, n’est pas dense dans M, (R).

Démonstration. La matrice A est trigonalisable. Quitte & la trigonaliser on peut
donc supposer que

At bz bz ... bin
0 X bog ... bop,
Aclo 0 o b
0 0 0 ... A\

Si les \; sont tous distincts, A est diagonalisable et on pose Ay = A pour tout k.
Sinon il est clair que I'on va toujours pouvoir trouver des suites (sg)) Ey-ves (52")) k
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de réels strictement positifs par exemple, qui convergent vers zéro, et qui sont telles
que: pour tout k et tous ¢,5 =1,...,n,

)\1' + Egj) # )\j + Eg)
des que i # j. On pose

/\1 + 821) blg b13 . bln

0 Ao + 5562) bos L. bon,

Ay, = 0 0 Az +elP ban
0 0 0 s Ante™

Alors toutes les valeurs propres de Ay (les termes sur la diagonale) sont distinctes.
Donc Ay est diagonalisable. Et clairement les coefficients de Ay tendent vers ceux
de a lorsque k — +o00. La densité de D¢ dans M,,(C) est démontrée. Le probleme
dans R est bien stir qu'une matrice réelle n’est pas forcément trigonalisable. Soit

par exemple n = 2 et
0 -1
=1 )

Le polynome caractéristique de A est P(X) = X2 + 1 qui n’est pas scindé. Sup-
posons qu’il existe une suite (Ag ) de matrices diagonalisables dont les coefficients
convergent vers ceux de A. Le polyndéme caractéristique d’une matrice diagonalis-
able est scindé. On aurait donc une ou deux suite réelles (ax )k, (bg)i, convergentes
(par construction du polynoéme caractéristique et convergence des coefficients de
Ay) telles que, pour tout x € R,
2 +1= lim (z—a)(z—bg) .
k—+oco

Si a et b sont les limites de (ay)x et (bg)x on aurait ainsi x2 + 1 = (x — a)(z — b),
ce qui est impossible dans R. Donc D n’est pas dense dans M, (R). ([l

Ce théoreme fournit une preuve simple de Cayley-Hamilton (dans le cas complexe
donc). Si A = limy_ 1o Ag, si P est le polynéme caractéristique de A et les Py sont
les polynomes caractéristiques des Ay, alors clairement P(A) = limg— 100 Pr(Ag).
Pour une matrice diagonalisable B il est simple de vérifier que P(B) = 0 puisqu’il
suffit de le vérifier sur les matrices diagonales elles-mémes, sachant que les termes
diagonaux sont précisément les racines de leur polynéme caractéristique. On a donc
Pi(Ag) = 0 pour tout k. D’on P(A) = 0.
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