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INTEGRATION

EMMANUEL HEBEY

Le cours concerne principalement l'intégrale de Riemann mais aussi ses exten-
sions aux intégrales généralisées, aux fonctions définies par une intégrale et aux
intégrales doubles.

Le chapitre 1 est consacré a l'intégrale de Riemann a proprement parlé, sa
construction et les liens entre intégrale et primitive. Le chapitre 2 traite de la
décomposition des fractions rationnelles en éléments simples et de leur intégration,
de l’intégration des produits de cosinus et sinus et des intégrales de Wallis. Le
chapitre 3 traite des intégrales généralisées, des différents criteres qui permettent
de conclure a la convergence des intégrales et de 'interversion limites-intégrales. Le
chapitre 4 traite des fonctions définies par une intégrale (continuité, dérivabilité,
Fubini). Les intégrales doubles sont abordées au chapitre 5.

Date: 18 Septembre 2025.
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CHAPITRE 1

L’intégrale de Riemann

1. PREMIERES CONSTRUCTIONS

Soit [a,b] un intervalle de R, a < b deux réels. Soit 0 = (a;)o<i<n, n € N¥,
une famille finie de points de [a,b] telle que ag = a, a, = b, et a;_1 < a; pour
tout ¢ = 1,...,n. On dit alors que o est une subdivision de [a,b]. Une fonction
f :]a,b] — R est dite en escalier s’il existe une subdivision o de [a, b] et des réels ¢;
pour i = 1,...,n, tels que f = ¢; sur Ja;—1,a;[ pour tout i = 1,...,n (les valeurs
aux points a; étant, selon le choix, fixées comme égales & ¢; ou ¢;41).

f(x)

T

2
[ S
e ) I

1 2 ‘3 al a,} “ﬁ

Pour une fonction f en escalier comme ci-dessus, qui vaut ¢; sur les intervalle
lai—1, a;[ d’une subdivision o = (a;)o<i<n, on définit

b n
/ f(z)dx = Z(ai —a;—1)¢;
@ i=1

C’est Daire (signée) hachurée sur le graphique ci-dessous (ici, par rapport a nos
notations, y; = ¢;11). L’intégrale fab f(z)dz ne dépend pas de la subdivision o.

Y

Vi

On a alors la définition suivante de 'intégrabilité d’une fonction.

Définition 1.1. Soient a < b deux réels. Une fonction f : [a,b] — R est dite
intégrable au sens de Riemann sur [a,b] si pour tout € > 0 il existe e, e :
[a,b] — R deux fonctions en escalier sur [a,b] telles que | f — pc| < e dans [a,b] et

f; e (x)dr < e.
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De cette définition on tire tres facilement le résultat suivant.

Lemme 1.1. Soient a < b deuz réels et f : [a,b] — R une fonction. Alors f est
intégrable au sens de Riemann sur [a,b] si et seulement si il existe des suites (on)n
et (Yn)n de fonctions en escalier sur [a,b] telles que |f — @n| < 9, sur [a,b] pour
tout n, et lim, f: Up(x)dz = 0.

Démonstration. On obtient le lemme a partir de la définition en posant € = % pour
n € N*. Pour chaque n on a deux fonctions en escalier ¢,, ¥, : [a,b] — R telles

que |f — @n| < 1y, dans [a, b] et f Y (z)dr < --. La réciproque est immédiate. [
La définition de l'intégrale de Riemann suit.

Définition 1.2. Si f : [a,b] — R est intégrable au sens de Riemann sur [a,b], a < b
deuz réels, et si (pn)n €t (Vn)n sont deux suites de fonctions en escalier comme
dans le lemme précédent, on pose

b b
/f(a:)d:z:: lim on(x)dx

n—-+o0o a

La limite existe toujours et la définition ne dépend pas du choizx des suites (on)n et

(¥n)n-

Démonstration. (1) On montre que la limite existe. Soient p, ¢ deux entiers. On a
g = @pl < [f = @pl +[f — 4| - Donc

|90q *90p| < Yy + Py

sur [a,b]. On vérifie facilement que pour des fonctions en escalier f,§ sur un
intervalle [a,b], si f < g sur [a, b], alors

/f dx</ g(z)dz .

De cette identité on tire facilement que pour toute fonction en escalier f sur [a, b],

[ Fnae| < [ i

On vérifie de méme facilement que si f et ¢ sont en escalier sur [a, b], alors

/ab (f+§) (z)dx = /ab f(z)dz + /abg}(:c)dx '

Il suit de tout ceci que
b b
< / y(2)dz + / ol@)dz |

[ e~ [ i

et puisque f Yp(z)dx — 0 lorsque p — +00 et f q(x)daz — 0 lorsque ¢ — +o0,

on en déduit que la suite des intégrales fa ©n(x)dx est une suite de Cauchy réelle.
Toute suite de Cauchy réelle converge. La limite existe donc.

(2) On montre I'indépendance de la définition par rapport au choix des suites
(¢n)n et (¥n)n. Supposons que l'on ait deux familles (¢5,)n, (Un)n €t (Pn)n, (Un)n
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de suites de fonctions en escalier telles que

|f — @nl < et |f — @u| <y, dans [a,b], pour tout n,

Mﬂ[%@@zthwWMwﬂ.

n—-+oo n—r+o00
On écrit que
[on = @l S 1f = @nl +|f — ¢nl
<+

dans [a, b], pour tout n. Comme précédemment, cela entraine que

/ab on(z)dx — /ab On(z)dz

b b
lim op(z)dr = lim &n(z)dr .

n—-4o0o a n—4oo a

</ (@) + / @)

et donc que

D’ou l'indépendance de la définition par rapport au choix des suites (¢, )n et (¥n)n-
([l

Dans le graphique qui suit, f est encadrée par deux fonctions en escalier ¥, et

VYo (Y1 < f <abo), et si @ = L(th1 +b2) et ¥ = L(hy —1b1), alors |f — ¢| < ¢ (un

encadrement du type de ceux rencontrés ici).

=Y

a, b

2. SOMMES DE RIEMANN

On appelle subdivision pointée de [a,b] tout couple (o,&) constitué d’une
subdivision o = (a;)o<i<n de [a,b] et d’une famille £ = (&;)1<i<n de points de [a, b]
tels que

ai-1 <& <a;

pour tout ¢ = 1,...,n. On appelle pas d’une subdivision o = (a;)o<i<p le réel
positif

d(o) = ,nax n|ai —a;-1| .
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Si maintenant f : [a,b] — R est une fonction, et (o, &) est une subdivision pointée
de [a,b], avec 0 = (ai)o<i<n €t &€ = (&)1<i<n, on définit

S(fa g, 5) = Z(al - aifl)f(fi) :

i=1
On dit que S(f,0,&) est la somme de Riemann de f associée & (0,£). Sur un

graphique, les sommes de Riemann ressemblent a ce qui suit (ici, par rapport & nos
notations, z; = §;) :

v

J(E ) E—————

| [ H | il L

T
dy @y ;g a; a,

Le théoreme fondamental suivant a lieu.
Théoréme 2.1. Soient a < b deux réels et [ : [a,b] — R une fonction intégrable

au sens de Riemann sur [a,b]. Alors

Ve>0,In>0 / V(0,6 €8,8(0) <n

= <e,

b
S(fro,€) — / f(x)da

ot S parcourt ’ensemble des subdivisions pointées de [a, b).

Démonstration. On démontre le théoreme dans le cas particulier ou f est continue
(les fonctions continues sont Riemann intégrables, voir ci-dessous). Une fonction
qui est continue sur un compact, ici [a,b], y est uniformément continue. Par suite,

Ve>0,3n>0/Va,y € la,bl, [y —z| <n=1[f(y) - f(z)] <e.

Etant donnée (o,£) une subdivision pointée de [a, b], avec 0 = (a;)o<i<n €t & =
(&)1<i<n, on définit la fonction en escalier ¢, par

vo(z) = f(&) st x € [ai—1, a4

et v, (b) = f(&,). Etant donné ¢ > 0 il suit de I'uniforme continuité qu’il existe
n > 0tel quesid(o) < nalors |f—p,| < €/2(b—a) sur [a,b]. On montre facilement,

cf. le Lemme 4.5, qu’alors
b b
/ f(x)dx —/ Yo (x)dx

puisque f; dr =b—a. Or f; o(x)dr =31 (a; — ai—1)f(&) . Do le théoréme
dans le cas des fonctions continues. O

<e
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Il suit de ce théoreme que si f est intégrable au sens de Riemann, alors pour
toute suite ((0y,,&y)),, de subdivisions pointées de [a, b]

b
[ f@xde = tim_S(7.0,.6)

des que lim §(oy,) =0.

n——+oo
En vertue de ce qui a été dit, I'intégrale fab f(x)dx est en fait (peut étre pensée)
comme aire (signée) de la surface bloquée entre 'axe des x et le graphe de la
fonction:

i)

3. CONTINUITE ET INTEGRABILITE
Le théoreme central de cette section est le suivant.

Théoréme 3.1. Soient a < b deuz réels. Si f : [a,b] = R est continue, alors f est
intégrable au sens de Riemann sur [a,b].

Démonstration. On utilise qu’une fonction continue sur un compact (ici un inter-
valle fermé borné de R) y est en fait uniformément continue. Donc on a, en vertue
de ce résultat, que

Ve >0,39n >0/ Vz,y € [a,b],ly — x| <n
=[fly) - fl@) <e.

Soit € > 0 fixé. Soit o = (a;)o<i<n une subdivision de [a,b] de pas §(g) < n. On
définit la fonction en escalier
Ve = f(ai_l) sur [ai_l,&i[
pour tout s =1,...,n. On a
|f — el <&
sur [a,b] en vertue de 'uniforme continuité. La fonction ¢, = ¢ sur [a,b] est elle
aussi en escalier sur [a, b] (puisque constante). On a

b
/ Ye(z)dr =e(b—a) .
Comme € > 0 est quelconque, f est bien intégrable au sens de Riemann. O

Il y a d’autres exemples standard de fonctions qui sont Riemann intégrables.
Les fonctions monotones sur [a,b], a < b, sont par exemple toujours Riemann
intégrables sur [a, b].

Théoréme 3.2. Soient a < b deux réels. Si f : [a,b] = R est monotone, alors f
est intégrable au sens de Riemann sur [a,b].
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Démonstration. On se restreint au cas ou f est croissante. Etant donné n € N*, on
considere la subdivision ¢,, = (a;)i=0,....n de [a,b] donnée par

1

a; = a-+
pour tout ¢ € {0,...,n}. On considere les fonctions en escaliers ¢, @y, : [a,b] — R
définies par
on(z) = flai—1) siz € [ai—1,a;[ , Pn(b) = f(D)
¢nla) = f(a) , ¢nlz) = fla;) siz €la;_1,a;]

pour tout ¢ € {1,...,n}. Comme f est croissante, ¢, < f < @, sur [a,b] pour tout
n. De plus

b b—a 2
[ enlado =22 s

=0

b b—a —
/gﬁn(x)dx: - > flai) .

i=1

On pose ¥, = P, — . Alors 1, est en escalier et, en admettant la linéarité de
lintégrale pour les fonctions en escalier (qui se vérifie facilement), on obtient que

/ @)z = "0 (1(b) - f(a)) .

n

On a alors 0 < f — ¢, < 4, sur [a,b] pour tout n et on a donc construit deux suites
(pn) et (1) de fonctions en escalier sur [a,b] telles que |f — ¢n| < 1, sur [a, b
pour tout n, et telles que ff Yn(x)dx — 0 lorsque n — +o00. On en déduit que f
est bien Riemann intégrable sur [a, b]. O

Il y a des exemples de fonctions qui ne sont pas Riemann intégrables. La fonction
caractéristique de Q n’est par exemple jamais Riemann intégrable sur un intervalle
[a,b], @ < b (voir ci-dessous).

4. PROPRIETES ELEMENTAIRES DES INTEGRALES
On commence avec le résultat suivant.

Lemme 4.1. Soient a < b deuz réels et f : [a,b] — R une fonction intégrable au
sens de Riemann sur [a,b]. Alors f est bornée au sens ot il existe K > 0 telle que
|f(2)] < K pour tout = € [a,b].

Démonstration. La propriété est évidente puisque, en particulier, il existe ¢, ¥ :
[a,b] — R deux fonctions en escalier (donc bornées) telles que | f — | < ¢ sur [a, b]
(et f:w(:r)d:c < 1 par exemple). Donc |f] < |¢| + 9 sur [a,b], et si K > 0 est tel
que |p| + 1 < K sur [a,b], on récupere le résultat. O

On a aussi la relation de Chasles suivante.

Lemme 4.2 (Relation de Chasles). Soient a < b < ¢ trois réels. Une fonction
f i [a,c] = R est intégrable au sens de Riemann sur [a,c] si et seulement si [ est
intégrable au sens de Riemann sur [a,b] et sur [b,c]. De plus on a la relation de

Chasles: [ f(z)dz = f; fla)dz + [ f(x)dx.
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Démonstration. On peut toujours insérer b dans une subdivision de [a,c]. On en
déduit facilement que si f est intégrable au sens de Riemann sur [a, c] alors f est
aussi intégrable au sens de Riemann sur [a,b] et sur [b,c]. La réciproque est tout
aussi évidente. Pour des fonctions en escalier ¢ : [a,c] — R on vérifie facilement

que [7p(z)dx = ff p(z)dz + [, p(x)dz. On en déduit (il n'y a pas de difficulté)
que l'identité s’étend aux fonctions intégrables au sens de Riemann. O

Le résultat de “positivité/croissance” suivant a lieu.

Lemme 4.3. Soient a < b deux réels. Soient f,g : [a,b] — R deuz fonctions
intégrables au sens de Riemann sur [a,b]. Si f < g alors

/a ’ flaydr < / gayds

En particulier, l'intégrale d’une fonction positive ou nulle est positive ou nulle.

Démonstration. Soient (©n)n, (Yn)n €t (Pn)n, (1/3n)n des suites de fonctions en es-
calier telles que

|f = ¢nl < thn et |g — $n| < 9y dans [a,b], pour tout n,

b b
lim /wn(x)dx: lim /Qﬁn(x)dxzo.

n—+oo n—4oo
On écrit que
on<n—f+f
<|f—enl+yg
S |f=enl +19 = @nl + &n
< Y + Yo + Bn

sur [a,b]. Comme il n’y a 14 que des fonctions en escalier, on peut écrire que

b b b b
[ en@iae< oo+ [“da@act [ puwyds.
et en passant a la limite en n — +00, on obtient I'inégalité recherchée. ([

On a aussi le lemme suivant qui précise le cas d’égalité dans le cas des fonctions
continues.

Lemme 4.4 (bis). Soient a < b deux réels. Soient f,g : [a,b] = R deux fonctions
continues sur [a,b]. Si f < g alors

/a  faydr < / g

et il y a égalité si et seulement si f = g. En particulier, si f > 0 est continue et si
f; f(x)dx =0, alors f = 0.

Démonstration. On sait déja que I'inégalité est vraie. En considérant h = g — f il
suffit de montrer que si h > 0 est continue et si f: h(zx)dx = 0, alors h = 0. Mais si
h n’est pas la fonction nulle, alors il existe ¢ € [a, b] telle que h(c) > 0. Supposons
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pour fixer les idées que ¢ €]a, b[. Par continuité il existe alors n > 0 et g9 > 0 tels
que h > €g sur [¢c — 1, ¢+ n]. Par Chasles et comparaisons on a alors que

/a bh(x)dxz / Hh(x)dx+ / o h(z)dz + ' h(z)dz

n c+n
c+n
> / h(z)dx

-
c+n
> / €0d$
c—n
= 2e0n
ce qui est une contradiction. Donc h est obligatoirement la fonction nulle. O
Le lemme suivant a lieu.

Lemme 4.5. Soient a < b deuz réels et f : [a,b] — R une fonction intégrable au
sens de Riemann sur [a,b]. Alors |f| est aussi intégrable au sens de Riemann sur

b b
a,b], et |[} f(x)dz| < [} |f(2)]de.
Démonstration. L'intégrabilité de |f| s’obtient en remarquant que si |f — | < ¢
sur [a,b] alors ||f| — ||| < @ sur [a,b], et en remarquant que si ¢ est en escalier,

alors || Pest aussi. Pour I'inégalité on remarque que f < |f] et —f < |f| de sorte
que, avec les lemmes précédents,

[ o< [
—Lﬂwmslmwmm

Ce n’est rien d’autre que I'inégalité voulue. O

Le raffinement suivant a lieu dans le cas des fonctions continues.

Lemme 4.6 (bis). Soient a < b deuz réels et f : [a,b] — R une fonction continue

sur [a,b]. Alors
b
/ f(x)dx

avec €galité si et seulement si [ est de signe constant.

gLﬂﬂwwx

Démonstration. On sait déja que 'inégalité est vraie. Supposons qu'’il y a égalité.
Sans perdre en généralité, quitte & changer f en — f, on peut supposer que f: f(x)dz >
0. Alors

[ 1@ s as=o.

Or |f| = f > 0 et avec les lemmes précédents on obtient donc que |f| = f. En
particulier, f est positive ou nulle. ([

On a encore le résultat suivant.
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Lemme 4.7. Soient a < b deux réels et L(R) l’espace des fonctions intégrables au
sens de Riemann sur [a,b]. La fonction ® : L(R) — R définie par

b
o(f) = [ fa)da
est une forme linéaire sur L(R).

Démonstration. On montre que la somme de deux fonctions Riemann-intégrables
sur [a, b] est encore une fonction Riemann intégrabe sur [a, b] et que le produit d’une
fonction Riemann-intégrable sur [a, b] par un réel est encore une fonction Riemann-
intégrable sur [a,b]. L’espace L(R) hérite alors d’une sructure naturelle d’espace
vectoriel en tant que sous espace vectoriel de I'espace de toutes les fonctions de
[a,b] dans R. Il est clair que si @1, @2 : [a,b] — R sont en escalier, et A € R, alors

/ab (01 + Ap2) (2)dz = /ab o1 (z)de + /\/ab oo(z)dz .

L’égalité passe ensuite facilement aux fonctions de L£(R). O

Exercice: Soit f : [0,1] — [0, 1] une fonction continue. On suppose que fol f(z)de =
fol f(x)?dx. Que peut-on dire sur f ?

Solution: On a donc
1 1
/(ﬂm—f@ﬁwx:/“ﬂmu—fu»m:o.
0 0

Or f >0et 1—f > 0. Donc par continuité (cf lemmes précédents), f(1— f) = 0 est
la fonction nulle. On montre maintenant que si f(1 — f) est la fonction nulle, alors
soit f = 0 est la fonction nulle soit f = 1 est la fonction constante 1. Supposons
que f(1 — f) = 0 est la fonction nulle. Si f n’est jamais nulle, alors 1 — f est
forcement la fonction nulle et donc f est la fonction constante 1. On a donc ce
que l'on souhaite montrer. De méme, si f est la fonction nulle, on a ce que 'on
souhaite montrer. Reste un cas a traiter. Plus précisément il reste a traiter du cas
ou f n’est ni la fonction nulle, ni jamais nulle. Dans ce cas restant il existe ¢ < d
dans [a,b] avec f(c) =0 et f(d) # 0 (ou f(c) # 0 et f(d) =0). Comme f(x)# 0
et f(z) (1 — f(x)) = 0 entrainent que f(x) = 1, on est ramené & la situation ou
il existe ¢ < d dans [a,b] avec f(c) = 0 et f(d) =1 (ou f(c) =1 et f(d) = 0).
Le théoreme des valeurs intermédiaires implique alors qu’il existe aussi e €]¢, d] tel
que f(e) = 1. Mais alors f(e) (1 — f(e)) # 0, une contradiction. En conclusion,
seules deux fonctions répondent & notre probléme: la fonction nulle et la fonction
constante égale a 1. O

Exercice: Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Montrer qu’il existe ¢ € [a, b]
tel que

1 b
c) = x)dx .
10 == [ 1@
Solution: On utilise qu'une fonction continue sur un compact (un fermé borné
dans le cas de R fonctionne) est bornée et atteint ses bornes. En particulier donc,
il existe ¢1,co € [a,b] tels que

fle1) < f(z) < fca)
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pour tout x € [a,b]. Mais alors, en intégrant cette double inégalité,

b
fle) < 5 [ f@do < flea)

Le théoreme des valeurs intermédiaires permet ensuite d’affirmer qu’il existe ¢ €
[c1,¢2] (ou [c2,cq] sica < ¢1) tel que

fe) =5 [ flarde.

C’est ce qu'il fallait démontrer. O

5. DES CAS EXTREMES

On va ici montrer que l'intégrale de Riemann n’est pas affectée lorsque l'on

[}

modifie une fonction sur un nombre fini de points, mais par contre qu’elle “n’aime
pas” une modification sur un ensemble dénombrable tel que, par exemple, Q.

Lemme 5.1. Soient [a,b] un intervalle fermé borné de R et S Cla,b] un sous
ensemble fini de [a,b]. On note f la fonction définie par

{f(x)lsz’:cES

f(z) =0 sinon .
Alors f est Riemann-intégrable sur [a,b] et fj f(z)dx = 0.

Démonstration. Sans perdre en généralité on peut supposer que S est réduit a
un seul point. Disons S = {c} et notons f, la fonction définie par f.(c) = 1 et

fe(xz) = 0 sinon. Dans le cas général ou S = {x1,...,zn} possede N points avec
N > 2, la fonction f du lemme s’écrit tout simplement comme somme des f,,, pour
i=1,...,N. Il suffit donc bien de démontrer le résultat pour une fonction du type

fe- Soit N suffisamment grand pour que [c — %,¢ + =] C [a,b]. Pour n > N on
définit la fonction en escalier ¢y, : [a,b] — R par

p(z)=1sizec— L c+ ]
e (z) = 0 sinon .

Alors clairement |f — ¢,| < ¢, sur [a,b]. Par ailleurs

b
1 1
/ ©n(z)dz = aire du rectangle de cotés [0,1] et [c — =, c+ =]
a n n
2
==

Puisque % — 0 lorsque n — 400, on en déduit non seulement que f. est Riemann-

intégrable (cf. le Lemme 1.1) mais aussi que f: fe(x)dx = 0. D’ou le résultat. [

La fonction f du lemme n’est rien d’autre que la fonction caractéristique de S.
En quelque sorte, lorsque ’on integre cette fonction on mesure la “taille” de S pour
I'intégrale de Riemann. Le résultat est que 'intégrale de Riemann ne voit pas S, ce
qui est une bonne chose. On dit que S est un ensemble négligeable. Les ensembles
finis sont donc négligeables (ils n’influencent pas l'intégrale) pour Uintégrale de
Riemann. La situation est toute autre si S n’est plus fini, et ce méme dans le cas
ou S serait dénombrable (le premier infini apres le cas fini).
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Lemme 5.2. Soit f:[0,1] = R la fonction définie pour x € [0,1] par
flx)=1sizeQ
f(z) =0 sinon .

Cette fonction f n’est pas Riemann-intégrable sur [0,1].

Démonstration. Soit (o), une suite de subdivisions de [0, 1] telle que §(oy,) — 0
lorsque n — +4o00. On écrit que pour tout n, o, = (@in)io,. ,Nm)- A titre de
remarque, comme J(o,) — 0 on a forcément que N(n) — +oo lorsque n — +o0.

Pour tout n fixé, et tout ¢ = 1,...,N(n), on choisit &, €]a;—1n,a; [ avec la
propriété que &;,, € Q. Un tel choix est possible puisque Q est dense dans R.
De méme, pour tout n fixé, et tout ¢ = 1,..., N(n), on choisit & , €]a;—1n, Gin|

avec la propriété que ém ¢ Q est irrationnel. Les irrationnels étant eux aussi
denses dans R, un tel choix est 14 encore possible. On pose &, = (fz‘,n)i:L...,N(n)
et &, = (ggii,n)i:17,,,,N(n) . On obtient alors deux suites de subdivisions pointées
(0n,€n) €t (0, &) avec 6(o,,) — 0 lorsque n — +00. Si f était Riemann intégrable,
et si on note S(f,on,&,) et S(f, Jn,fn) les sommes de Riemann de f associées a

(on,&n) et (on,&n), on devrait avoir

b
[ f@do= tim_S(f.00.60)
= lm S(f,0n,&n) -

n—4oo

Or,

S(fyon,6n) ZZ(CM —ai—1) x1=a,—ap=1
i=1

S(fao'mgn): (ai—aifl)XO:O

v

Il
—

7

de sorte que l'intégrale f: f(x)dx devrait valoir & la fois 1 et 0. C’est bien siir
impossible. Donc f ne peut pas étre intégrable au sens de Riemann sur [0,1]. O

L’intégrale de Lebesgue, que vous verrez en troisieme année, est plus robuste.
Elle continue de ne pas voir les dénombrables, qui seront donc négligeables pour
I'intégrale de Lebesgue. La fonction f du second lemme ci-dessus est intégrable au
sens de Lebesgue et son intégrale au sens de Lebesgue vaut 0.

6. PRIMITIVES ET INTEGRALES

Lemme 6.1. Soita € R et soient t,t' > a. Soit f une fonction Riemann-intégrable.

Alors ) . .
/at f(x)dx—/a f(x)dz:/t f(x)dx (6.1)

. t’ t .
avec la convention que ft =— ft, sit <t

Démonstration. Sit <t alors, par Chasles,

/atf(x)dac—&—/tt/f(x)dx _ /; F(@)dz
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et on récupere (6.1). Si ¢’ <t, alors

/at/ f(z)dz + t/t f(z)dr = /atf(x)dm

/at, f(x)dx — /atf(a:)da: = —/tltf(x)dx

et 1a encore on récupere (6.1). O

de sorte que

Le théoréme suivant établit un lien entre primitives (calcul “inverse” de la
dérivation) et intégrale (calcul d’aire).

Théoréme 6.1 (Théoréme fondamental du calcul différentiel et intégral). Soient
a < b deux réels et f : [a,b] — R une fonction intégrable au sens de Riemann. Pour
t € [a,b], on pose

F = [ s,

avec la convention que F(a) = 0. Alors F : [a,b] — R est continue sur [a,
plus f est continue sur [a,b], alors F est dérivable sur ]a,b] et F'(t) =
tout t €)a, b].

]. Side
(t) pour

Pour mémoire une primitive d’une fonction f est une fonction F' qui est dérivable
de dérivée f. Ce théoreme a ceci de remarquable qu’il établit un lien entres prim-
itives et aires des surfaces délimitées par ’axe des abscisses et les graphes des
fonctions continues.

Démonstration. (1) On démontre la continuité de F. Pour fixer les idées, soit
to €la,b|. Par relation de Chasles, cf. le Lemme 6.1,

t to t
[ t@ae— [ pwyds] <| [ sz
a a to
t
<|[ |f(x)ldz|,
to
ou 'on adopte la convention que f:o = [fsit< to. On sait que f est bornée sur

[a,b], et donc il existe K > 0 telle que |f(x)| < K pour tout = € [a,b]. Par suite

/a t Flx)dz — / ! F()dz

et on voit que F' est continue en ty. Elle est méme lipschitzienne sur [a, b].

S[(|t7t0| )

(2) On démontre la différentiablité de F, et le fait que F' soit une primitive de f,
sous 'hypothese supplémentaire que f est continue sur [a,b]. Soit tg €]a,b[. On
écrit que

/ f@ydz— [ fa)de — (¢ —to) f(to)

— [ (@) - sto))do

to
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Comme f est continue sur [a, b],

lim sup  [f(z) — f(to)| = 0.
=0 {a/|z—to|<n}

Donc, pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que

t t
/ (F(x) — f(to)) d| < / 1F(@) — F(to)| dz| < elt o]
to to
pour tout ¢ tel que |t — tp] < 1. On en déduit que
Ve >0, In>0/Vt€lto—n,to+n|
t to
/ f(@)dz / F(@)dz — (t — to) f(to)| < elt — to]

Cela entraine que
Ve >0, In >0/ Vt €]ty —n,to + 1, t # to,

Ju f@)da — [} fw)do
t—to

f(to)

<eg.

En particulier,

- fat f(x)dz — f;o f(z)dz

t—to,t#to t—to

= f(to)
ce qui prouve que F est dérivable en ¢y de dérivée en ce point F’(tg) = f(tg). O

Le corollaire suivant a lieu.

Corollaire 6.1. Soit a < b deuz réels et f : [a,b] — R une fonction de classe C!
sur [a,b] (au sens classique ot f est en fait définie et C1 sur un intervalle ouvert

un peu plus grand que [a,b]). Alors f: f'(z)dx = f(b) — f(a).

Démonstration. Les fonctions f et t — fat f'(z)dx sont deux primitives de f’. Deux
primitives d’'une méme fonction different forcément d’une constante. Donc il existe
C telle que

£ = [ fwsc

pour tout ¢ € [a,b]. En prenant t = a (ou t — a™) on voit que C = f(a). En
prenant ensuite ¢ = b on récupere le corollaire. [

Un second corollaire consiste en la formule d’intégration par parties.

Corollaire 6.2 (Formule d’intégration par parties). Soient a < b deux réelles et
u,v : [a,b] — R deuz fonctions de classe C* sur [a,b] (au sens classique ot u et v
sont en fait définies et C' sur un intervalle ouvert un peu plus grand que [a,b]).

Alors
b

/ab w(z)v' (z)dz = [uv]” —/ o' (x)v(x)dx |

a

o [uv]’ = u(b)v(b) — u(a)v(a).
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Démonstration. On a la formule de dérivation produit
(wv) = u'v+uv' .

Le corollaire précédent permet d’écrire que
b
/ (uo) (z)dx = [uv]” .
a
D’ou le résultat. (]

Exercice: Montrer que fol xedx = 1.
Solution: On intégre par parties. On pose u(z) = x et v'(z) = e*. Alors

u(lx)=z , V(r)=e

Donc
1 1
/ xe®dr = [xex]é —/ e®dr
0 0

e[}

=e—(e—1)

=1
et on a le résultat voulu. ([

7. LINEGALITE DE CAUCHY-SCHWARZ

On démontre dans ce qui suit I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour les intégrales.
Elle est la transcription dans le cas des intégrales d’une inégalité plus générale se
rapportant aux produits scalaires.

Théoréme 7.1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Soient [a,b] un intervalle fermé
borné de R et f,g : [a,b] = R deux fonctions réelles définies et continues sur [a, b].

Alors
/  fa)g(e)da] < \/ / bf(w)Qdfc\/ / g

De plus, il y a égalité si et seulement si soit f, soit g, ou les deux, est la fonction
nulle, soit g = Af pour un certain A\ € R (ou de fagon équivalente f = \g pour un
certain A) lorsque ni f ni g n'est la fonction nulle.

Démonstration. Sans perdre en généralité on peut supposer que ni f ni g n’est la
fonction nulle (le résultat est élémentaire si I'une des deux fonctions f et g est la

fonction nulle). On écrit que pour tout X € R, f; (f(z) + Xg(z))*dz > 0. Alors

b b b
</ g(m)2dx> X242 (/ f(x)g(x)dx) X —|—/ f(z)*dz >0

pour tout X € R. On a donc un polyndéme du second degré qui ne change pas de
signe. Forcément sont discriminant A est négatif ou nul. Or

iA — (/; f(w)g(:t)dac)2 - (/ub f($)2dx> (/ab9($)2dx>
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et écrire que A < 0 c’est donc précisément écrire I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
Si maintenant on suppose qu’il y a égalité dans 'inégalité de Cauchy-Scwarz, alors
A = 0 et il existe donc A une racine du polyndéme du second degré étudié. Mais
alors

b
| @)+ 290tz =0

et donc, par continuité de f et g, et puisqu’'un carré est toujours positif ou nul,
c’est que f 4 Ag est la fonction nulle. D’ou le théoreme. [l

Une généralisation de 'inégalité de Cauchy-Schwarz est donnée par les inégalités
de Holder (voir le Lemme 22.2).

8. FORMULE DE CHANGEMENT DE VARIABLES

Le théoréme suivant traite du changement de variables dans I'intégrale de Rie-
mann.

Théoréme 8.1. Soient I,J deur intervalles réels fermés bornés, ¢ € C*(I,R)
une fonction de classe C* sur I telle que o(I) C J et f € C°(J,R) une fonction

continue sur J. Alors
»(B)
/ F(o(@) & (@)dz _/ F(t)dt
o(c)

pour tous a, 8 € I, a < B, avec la convention que ff((f)) — ;(g)) st p(a) > ().

Démonstration. La fonction
y
o) = [ s
o(a)

est la primitive de f qui s’annule en p(«). La fonction

vy - | ' f (o) ¢ (2)de

est la primitive de y — f (¢(y)) ¢’ (y) qui s’annule en «. Par dérivation des fonctions
composées,

(@o9) (y) =) ¢'v)
et ® o p s’annule en «. Donc
U=>qoyp

et c’est ce que I'on voulait démontrer puisqu’il suffit maintenant d’appliquer cette
relation au point 5. O

Dans la pratique on retrouve la formule du théoreme de la facon suivante. On

veut calculer f“o((f)) f(x)dx. On pose x = ¢(t). Alors t varie de o & 8 et do = ¢'(t)dt

de sorte que
@(ﬁ)
/ x)dx = / f e '(t)dt
o(a)

et on retrouve la formule du théoréme (& ceci prés qu'on a ici echangé les roles de
x et t, ce qui n’a aucune importance).
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Quelques opérations usuelles sur les primitives sont données par

EMMANUEL HEBEY

9. TABLEAUX DE PRIMITIVES

Primitive de la somme Ju+o)=[u+ [0
Primitive du produit par un scalaire J(au)=afu
“rH»l
Primitivede  u/u" Juur = —
n+1
u' u I
Primitive de e f; =Inu|
- u' u 1
Primitive de P #1 I P P YT
u' u'
Primitive de Vi I 7 =2yu
Primitive de  u'e" Julet =et
Primitivede  u(ax + b) Ju(ax+b) = %U(ux +b)

et quelques primitives usuelles sont données par la table

[lx) F(x) Domaine de validité
a (a constante réelle) | gy R
R si e entier naturel
x", o réel et ae#—1 ;]x"d B‘ si o¢ entier negatif, oe=#—1
Lok ();+uo| dans les autres cas

T , -
o n x 0.+w|
e e R
sinxy —~Cosx R
COS X sinx R

T ™

3 fan.x x#E—+km
cos’ x 2
Shx Chx R
Chx Shx R

T
Chix Thx R

L | )
11+8 Inf x+y 147 R

1
To=1 Inx+ x'—1 |—oo; =1 U] ;4]

. T [T+x

‘ —In i

1-x 2 1-x R--Ll

1

arctan x

142 R

: = arcsin x —l-l\
11=x" I
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CHAPITRE 2

Intégrales particuliéres

On présente dans ce chapitre le calcul effectif de plusieurs intégrales particulieres.
On commence par l'intégrale des fractions rationnelles, et donc par la décomposition
des fractions rationnelles en éléments simples.

10. DECOMPOSITION DES FRACTIONS RATIONNELLES. 1

On traite dans cette section de la décomposition des fractions rationnelles. Par
définition, une fraction rationnelle est un quotient de deux polynémes. Une fraction
rationnelle est donc une fonction du type

Q(z)

@) = B

ou P, € R[X] sont des polynomes réels. Elle est définie, a priori, pour tous les x
de R qui ne sont pas des zéros de P (et effectivement sur cet ensemble des que la
fraction est irréductible, donc deés que P et @) sont premiers entre eux). Le premier
résultat que 'on démontre est le théoreme suivant de décomposition irréductible
des polynomes sur R.

Théoréme 10.1. Soit P € R[X] un polynéme réel de degré n > 1. Alors P se
décompose de facon unique (sur R) en produit

P(X)=a <ﬁ(X - ai)’“) [T +0,x +cp)k |,

i=1 =1

ot les a,a;,bj,¢c; € R, les a; sont deuxr & deux distincts, les couples (bj,c;) sont
deux a deux distincts, les k; et k; sont des entiers naturels non nuls, Zle ki +
2 Z;zl k:; =n et, pour tous j € {1,...,t}, b? —4c; < 0 de sorte que les polynomes
X2+ b; X + ¢; n’ont aucune racine réelle. En d’autres termes, tout polynome réel
se décompose de facon unique en produit d’un réel, de polynomes réels de degré un

du type X — a et de polynomes réels du second degré sans racines réelles du type
X2 +bX +ec.

Démonstration. Le résultat clef dans la preuve du théoreme est le fait que C est
algébriquement clos. Dire que C est algébriquement clos signifie que tout polynome
complexe (donc aussi réel) a toujours une racine dans C. Par divisions successives
de polynomes cela implique que tout polynéme complexe se factorise en produits
de polynémes de degré un sur C. On utilisera donc que tout polynéme P sur C
(donc en particulier sur R) se décompose de fagon unique en un produit

k
P(X)=a][(X —a)™,
i=1

ol les a,a; € C et ou Zle m; = n si n est le degré de P. L’unicité suit de la
remarque que a; est racine de P d’ordre m; si et seulement si P(k)(ai) = 0 pour
tout k = 0,...,m; — 1. Supposons que P est réel. Alors clairement, pour tout
zeC,

P(z) = P(z) .
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On remarque que a est le coefficient du terme de plus haut degré. Comme P €
R[X], a € R. Soit 0 < p < k tel que (quitte & réordonner) as,...,a, € R et
Apt1,-- -0, € C\R. Alors

p k
P(X)=a <H(X - ai)ml) H (X —ay)™ (10.1)
i=1 i=p+1

de sorte que pour tout z € C, P(x) = P(T) entraine que

P k D k
(Moo ) { T ) <o ([T { T

i=1 i=p+1 i=1

Par identification, pour tout x € C,

k k
1 @ = ] @ o
i=p+1 i=p+1

ce qui signifie que le polynéme complexe Q(X) représenté par cette égalité, a savoir

k k
Q) = [ & —aym = T[ x —an™
i=p+1 i=p+1
est en fait du type
k/
QX) = H (X —a)(X —a)]™ .
1=p+1

Autrement dit, k¥ — p est pair, ¥’ = p+ (k—p)/2, dés quil y aun a; € C\R il y
a aussi a; et les a; et a; interviennent a la méme puissance. En effet, pour tout
i, a; est une racine d’ordre m; de Q(X) = H§=p+1(X —@;)™ et donc pour un j
(unique), a; = a; et m; = m,;. Or a; = @; implique a; = @; et donc

Vie{p+1,...,k},Aje{p+1,....k} [ aj=a et mj =m, ,
ce qui prouve 'affirmation précédente. Reste maintenant & remarquer que

(X —a)(X —@) = X +b,X + ¢
avec b; = —2Re(a;),c; = |a;|* qui sont des réels, et puisque a; € C\R, on a
forcément que b? — 4¢; < 0. En revenant & (10.1) on trouve la décomposition
annoncée. L’unicité suit de 'unicité de la décomposition dans C. a

La définition de deux polynomes réels premiers entre eux est donnée par la
définition suivante.

Définition 10.1. Deux polynémes non identiquement nuls P,Q € R[X] sont pre-
miers entre euz si aucun des facteurs (hors la constante) de la décomposition de
P donnée par le Théoréeme 10.1 ne se retrouve dans la décomposition de @ ou, de
facon analogue, si aucun des facteurs (hors la constante) de la décomposition de Q
donnée par le Théoréme 10.1 ne se retrouve dans la décomposition de P.

De l'arithmétique des polynomes on tire le résultat suivant.
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Théoréme 10.2 (Théoréme de Bézout). Soient P,Q € R[X] deux polynomes réels
non identiquement nuls. Alors P et Q sont premiers entre eux si et seulement si
il existe deux polynomes réels A et B tels que AP+ BQ =1, ou 1 est le polynome
constant 1.

On peut maintenant donner la définition suivante d’une fraction rationnelle et
de son domaine de définition.

Définition 10.2. Une fraction rationnelle sur R est une fonction donnée par le
quotient de deux polynémes réels non identiqguement nuls. C’est donc une fonction
du type

fla) = 5

ou P, Q sont des polynémes réels non identiquement nuls. Sans perdre en généralité
on peut supposer que la fraction est irréductible, a savoir que P et QQ premiers entre
euz. Le domaine de définition de f est alors Dy = R\Z(P), ot Z(P) est l’ensemble
des zéros (réels) de P.

On rappelle que par division des polynémes, pour tous polynémes A, B € R[X]
il existe des uniques polynémes Q, R € R[X] tels que

A(X) = B(X)Q(X) + R(X)

et tels que degré R < degré B. Il s’agit tout simplement dans la pratique d’épuiser
les termes de A qui sont de degrés supérieurs ou egaux au degré de P. Supposons
par exemple que A(X) = 3X5% —2X*+ X3 +4X2+4X +7et B(X) = X3+ X +1.
Alors
A(X)=3X%B(X) —2X* —2X3 + X2 +4X +7
=3X%B(X) - 2XB(X) - 2X%+3X2 +6X +7
=3X2B(X)-2XB(X)-2B(X)+3X?+8X +9

et on trouve Q(X) = 3X2 —2X —2 et R(X) =3X%2+8X +9, avec 2 = degré R <
degré B = 3. L’unicité suit du fait que si
A(X) = B(X)Q(X) + R(X) et A(X) = B(X)Q(X) + R(X)
avec degré R < degré B et degré R< degré B, alors
BQ-Q)=R-R,

et comme degré (R — R) < degré B, on a forcément que Q = Q et R = R. Bien
sur, si degré A < degré B alors Q = 0 et R = A. De cette division polynomiale on
tire facilement le résultat suivant.

Théoréme 10.3. Soient P,Q € R[X] deux polynémes réels non identiquement
nuls premiers entre euzx. Il existe des uniques polynomes A, Q tels que

Q) 0(x)
2D — a0+ 43 (10.2)

et degré Q < degré P. De plus Q et P sont premiers entre eux. On dit que A est

. “ . Q
la partie entiere de la fraction .
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Démonstration. On écrit la division de @ par P. Alors
Q=AP+Q (10.3)

avec degré Q < degré P. On récupere alors (10.2). L’unicité suit du fait que
(10.2) entraine @ = AP + Q avec degré Q < degré P, et on retrouve 'unicité de
la division euclidienne. Supposons maintenant que Q et P ne soient pas premiers
entre eux. Ils auraient alors au moins un facteur commun R(X) avec R de degré
un ou de degré deux (sans racine réelle). On aurait alors Q(X) = R(X)B(X) pour
un B € R[X] et P(X) = R(X)C(X) pour un C' € R[X]. Mais du coup, avec (10.3),
Q(X) = (AX)C(X)+ B(X)) R(X) et donc @ et P ne seraient pas premiers entre
eux. (]

Le lemme suivant est & la base de la décomposition des fractions rationnelles.

Lemme 10.1. Soient P,Q € R[X] deuzx polynémes réels non identiquement nuls
premiers entre eux avec degré Q < degré P. On suppose que P = P1 P>, ou Py, Py €
R[X] sont aussi premiers entre euz. Il existe alors des uniques polynomes Q1, Q2 €
R[X] tels que

QUX) _ Qu(X) | @o(X)

PX)  P((X) P(X)

avec degré Q1 < degré Py et degré Qo < degré P>. De plus Py et Q1 sont premiers
entre eux et Py et Qo sont premiers entre eux.

Démonstration. On commence par montrer l’existence, on montre ensuite ["unicité,
on montre enfin le caractere irréductible de la décomposition obtenue, & savoir que
Py et Q1 sont premiers entre eux et P, et (Jo sont premiers entre eux.

exisTENCE: D’aprés Bézout, il existe A, B € R[X] tels que
AP, +BP,=1.

On en déduit que

AQP, + BQP, =Q .
On a donc

Q _ AQP + BQP,

P PP
A B
_4Q  BQ
P, P

On note C' et D les parties entieres de % et %. Alors, voir le Lemme 10.3,

BQ Q1 AQ Q2

% _ 2l 2% _pg X2

Py ¢+ Py ¢ P N P

avec degré Q1 < degré P; et degré Q2 < degré P,. On en déduit que
Q Q1 |, Q2
X _ (4L Dy XLty =2
P + D+ P + P,
P P,
:C’+D+Ql 2+Q21'

P
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On a degré (Q1P) < degré P et degré (Q2P;) < degré P puisque degré Q1 <
degré P; et degré @ < degré P,. De l'unicité du Théoreme 10.3 on tire que
C + D = 0. On obtient donc bien une décomposition

QUX) _ @u(X) | &)

P(X)  Pi(X) P(X)
avec degré 1 < degré P; et degré Q5 < degré Ps.

unicrtk: On suppose que

QX) _ i(X)  @X) _ i(X)  Q:(X)
PX) P(X) P(X) P(X) P(X)

avec degré Q1 < degré Pp, degré Q2 < degré P,, degré Q: < degré P, et degré Qs <
degré P5. On a alors R

(Q1—Q1)P = (Q2 — Q2)P1 .
Comme P; et P, sont premiers entre eux une telle identité et le théoréeme de
décomposition Théoreme 10.1 entrainent que (@ — Ql = CP; et QQ — Q2 = DP,
pour des C, D € R[X]. On a

degré (Q1 — Q1) < degré Py
et donc C =0et @ = Ql. De méme, D =0¢et Qg = Qg. D’ou l'unicité.

IRREDUCTIBILITE: D’aprés Bézout, il existe A', B’ € R[X] tels que A’P + B'Q = 1.
Donc A'P1 P> + B’Q = 1. On en déduit facilement que P; est premier avec Q. On
avait aussi AP} + BP> = 1 et donc P; est aussi premier avec B. On en déduit que
P, est premier avec BQ. Or

BQ Q1

ox o4 2t

Py * Py
et il suit donc du Théoreme 10.3 que P et @)1 sont premiers. Méme raisonnement
pour P et Q2. Le lemme est démontré. (Il

La généralisation de ce résultat au cas de plusieurs facteurs B; est donnée par le
théoreme suivant.

Théoréme 10.4. Soient P,Q € R[X] deux polynémes réels non identiquement
nuls premiers entre eux avec degré QQ < degré P. On suppose que P = P, P5 ... Py,

ot Py, Py, ..., P, € R[X]| sont deux d deux premiers entre eux. Il existe alors des
uniques polynomes Q1,Qa, ..., Q, € R[X] tels que

QUX) _ QuX) | @(X) | Qu(¥)

P(X) P((X) P(X) P,(X)
avec degré Q; < degré P; pour touti=1,...,n. De plus, les P; et Q; sont premiers
entre eux pour tout 1 =1,...,n.

Démonstration. La preuve procede par récurrence a partir du Lemme 10.1. On
commence la encore par montrer ’existence, on montre ensuite 1'unicité et on mon-
tre enfin le caractére irréductible de la décomposition obtenue.

exisTENCE: On procede par récurrence. Si n = 2 il s’agit du Lemme 10.1. On
suppose le résultat vrai a I'ordre n. On considere le cas P = Py Py ... P, P11, les
P; étant deux a deux premiers entre eux. On pose P, = P,,P,11. On a

P=PP...P, P,
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et en remarquant que Py, Ps, ..., P,_1, B, sont deux a deux premiers entre eux, on
obtient par hypothese de récurrence qu'il existe Q1,Qa,...,Qn-1,Qn € R[X] tels
que

QX) (X)) QX)) | Qua(X) @uX)
P(X) Pl(X)+P2(X) - +IDn—l(X) +15n(X)
avec degré ; < degré P; pour tout i=1,....,n—1 et degré Qn < degré P,. On

re-applique le Lemme 10.1 pour . 1l existe alors Qn 1, Qn 2 € R[X] tels que
Q%) QulX) | QualX)
Pu(X) PuX)  Pu(X)

et on récupere 'existence du Théoreme 10.4.

unicite: On procede encore par récurrence. Pour n = 2 le résultat est vrai d’apres
le Lemme 10.1. On suppose l'unicité vraie a 'ordre n. On considere le cas P =
PP,y ...P,P,y1, les P; étant deux a deux premiers entre eux. Supposons

QLX) _ @(X) Qz( ) . Qn+1( )

P(X) Pi(X) P2(X) Pn+1(X)

_ Q) QX)L Qua(X)

- P(X) + Py(X) ot Poi1(X)

Alors

QX)) _ Qi(X)PA(X) + Q2(X) 1 (X) n Q3(X) 4ot Qnt1(X)
P(X) P (X)P(X) P3(X) P (X)
_ Q)P+ QX)AX) QX)L Qun(X)
P (X)P(X) P3(X) Ppy1(X)

et les inégalités sur les degrés sont bien respéctées. Par hypothese de récurrence on
adonc Q; =Q; pouri=2,....,n+1et
Q1P+ Q2Pr = Q1P + Q2P .

On en déduit facilement @)1 = Ql et donc @; = Qi pour i = 1,...,n+ 1. Dou
I'unicité voulue.

IRREDUCTIBILITE: Méme chose, on procede par récurrence. Pour n = 2 le résultat est
vrai d’apres le Lemme 10.1. On écrit

Q) _ @i(X) | Q(X) | Qua(X)
PX)  P(X)  P(X) P (X)
~ Q1(X)P(X) + Q2 X)P(X) | Q3(X) Qnt1(X)
P(X)P(X) P3(X) P (X)
et par hypotheése de récurrence les fractions ?D sont irréductibles pour tous les
1=2,...,n+ 1. On aurait aussi pu écrire que
QLX) _ i(X) | @(X) Qn+1(X)
+ o SIS
P(X)  Pi(X) P(X) P (X)
( )Jr Qn— 1( )+Qn( ) n+1( )JFQn—O—l(X)Pn(X)
PI(X) P, I(X) Pn(X)PnJrl(X)
et on tire de I'hypothése de récurence que %11 est aussi irréductible. D’ou le

théoreme. O
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Il reste pour finir & démontrer le théoréme suivant.

Théoreme 10.5. Soient P,Q € R[X] deux polynémes réels non identiquement
nuls premiers entre eur et n € N*. On suppose que degré Q < degré P™, ou P"
est le polynome P élevé a la puissance n. Il existe alors des uniques polynomes

Q1,Q2,...,Qn € R[X] tels que

QLX) _ (X) n Q2(X) R Qn(X)
Pr(X) P(X) P?%(X) Pr(X)
avec degré QQ; < degré P pour touti=1,...,n et Q, nest pas le polynéme nul.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur n. On commence la encore par
montrer I'existence, on montre ensuite 1'unicité et on montre enfin que @, n’est
pas le polynome nul.

EXISTENCE: Si n = 1 le résultat est évident. On suppose le résultat vrai a ’ordre n.
On considere P, @ € R[X] deux polynémes réels non identiquement nuls premiers
entre eux tels que degré @ < degré P™t!. Par division euclidienne on écrit que

Q=AP+B

avec degré B < degré P. Alors
Q A B

pntl  pn + Pprtl
et pour pouvoir conclure que le résultat est vrai a ’ordre n + 1, avec ’hypothese
de récurrence et en posant @, +1 = B, il suffit de montrer que degré A < degré P™.
Or degré Q < degré P"*! et donc, comme Q = AP + B, on a forcément que

degré A < degré P™. D’ou l'existence.

unicrti: 1l faut bien formuler ’hypothese de récurrence. On va montrer que si

n(X
Q1(X >+Q2( )+_ +Qn( )
PX) — P2X) P (X)
X (X
_ Q) G0 Q)
P(X)  P*X) P(X)
avec degré @QQ; < degré P et degré Qi < degré P pour tout ¢ = 1,...,n, alors
Q; = Q; pour tout i = 1,...,n. Sin = 1 le résultat est évident. On suppose le
résultat vrai a 'ordre n. On suppose maintenant que
Q1(X) +Qz(X) 4. JrQn+1(X)
P(X) P%2(X) Prtl(X)
_ Q1(X) n Qa2(X) 4oy @un(X) Qnir(X)
P(X) P?(X) Prtl(X)

avec degré @; < degré P et degré Qz < degré P pour tout i =1,...,n+1. On a
alors

ZQ X)P"H(X) + Quia(X)

ZQZ X)P"H(X) + Quia(X)
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et, par suite, si Q(X) est ce polynéome commun, alors @, et Qn+1 sont les restes
de la division euclidienne de @) par P. Donc Q41 = Qn+1. On récupere alors que

Q) | Q) | QuX)

PX) TP T T Py

00 (X)L Q)
PoO P T P

avec degré ); < degré P et degré Qi < degré P pour tout i = 1,...,n, et on
peut appliquer I’hypotheése de récurrence qui nous donne que @; = ; pour tout
i=1,...,n. On vient de montrer que Q,+1 = Qn+1, et ceci acheve la récurrence.

Il reste pour finir & montrer que @,, n’est pas le polynéme nul. Si tel était le cas,

on aurait

QX) _ YL QuX)Pri(X)

pr (X ) pPr=1(X)
soit @ = AP avec A =) " QlP" 1=i et les polynémes P et () ne seraient pas
premiers entre eux. O

11. DECOMPOSITION DES FRACTIONS RATIONNELLES.2

On énonce ici le résultat de décomposition des fractions rationnelles. Celui-ci
découle de ce qui a été dit dans la section précédente. On parle de décomposition
en éléments simples.

Théoréme 11.1 (Décomposition des fractions rationnelles). Soient P,Q € R[X]
deuz polyndémes réels non identiquement nuls premiers entre eux. Soit A la partie
entiere de la fraction rationnelle % et soit P = a[[;_, Pf" la décomposition de
P en polynomes irréductibles réels de degrés 1 et/ou 2 donnée par le Théoréme
10.1. 1l existe alors des uniques polynomes réels Q; ; € R[X] pouri=1,...,n et
i=1,... ki, avec
degré Q; j < degré P;
pour tout 1 =1,...,n et tout j =1,...,k;, et tels que

gg = +ZZ Q” 7 (11.1)

11]11

ot Pij est le polynome P; a la puissance j. Si P; est de degré un, les Q; ; pour

j=1,...,k; sont des constantes. Si P; est de degré deuz, les Q; ; pourj=1,...,k;
sont de degré un, donc du type Q; ;(X) = a; ;X +b; ;.

Démonstration. On applique les Théoremes 10.1, 10.3, 10.4 et 10.5 qui ont été
démontrés dans la section précédente. O

Dans la pratique on commence par rechercher la partie entiere de % puis la
décomposition irréductible de P donnée par le Théoreme 10.1. Ensuite on écrit la
décomposition (11.1) avec @ ; = a;; ou Q;;(X) = a; ;X + b; ; selon le degré des
P;, et on cherche les a; ; et b; ;.

EXEMPLE 1: On considere la fraction rationnelle

1
FX) =%
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Comme 0 = degré 1 < 3 il n’y a pas de partie entiere. La fraction est clairement
irréductible. On a X2 — X = X(X2—-1) = X(X — 1)(X +1). Le domaine de
définition de F est R\{—1,0,1}. Le Théoréme 11.1 donne l'existence de réels a, b, ¢

tels que
a b c
Fl)= -+ ——+ ——
(z) r x—1 z+1
pour tout z € R\{—1,0,1}. Iy a alors plusieurs idées possibles pour calculer a, b, c.
On peut tout remettre au méme dénominateur et procéder par identification. Dans

ce cas on trouve que

alz—D(z+1)+bx(z+1)+cx(zr—1)=1

(11.2)

pour tout € R\{—1,0, 1}, soit encore
(a+b+c)a®>+(b—c)x—1—-a=0

pour tout x € R\{—1,0,1} (donc en fait par continuité pour tout x € R). Comme
un polynoéme de degré deux a au plus 2 racines, on doit avoir

a+b+c=0
b—c=0
a+1=0
et on trouve a = —1,b=c= % Donc
1 1 1
F(r)=——+ + (11.3)

z 2xz-1) (z+1)

pour tout x € R\{—1,0,1}. On peut sinon procéder en exploitant les pdles, a
savoir en multipliant (11.2) respectivement par z, x — 1 et z+1 et en faisant tendre
respectivement z vers 0, 1 et —1. Par exemple, en multipliant (11.2) par x on
obtient que
_ bx cx

2 -1 _a+zfl+x+1
et en faisant tendre x vers 0 on trouve que —1 = a. Méme chose en multipliant
(11.2) par = — 1 on obtient que

1 alx —1) clx—1)

= b
z(z+1) x o z+1

et en faisant tendre x vers 1 on trouve que % = b. Enfin, en multipliant (11.2) par
x + 1 on obtient que

1 alz+1)  blx+1)
z(x —1) x + x—1

et en faisant tendre z vers —1 on trouve que % = ¢. Le tout redonne bien sur (11.3).
EXEMPLE 2: On considere la fraction rationnelle

X4
(X +1)2(X2+1)

Le degré du numérateur est égal au degré du dénominateur. Il y a une partie entiere
(qui sera un polynéme constant). On trouve

XP= (X +1*(X?+1)—-2X3-2X? —2X — 1

F(X) =
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et donc
2X3 4+2X%2+2X +1
(X +1)2(X2+1)

SiQ(X)=2X3+2X2+2X +1et P(X)= (X +1)2(X?+1), on voit que P et Q
sont premiers entre eux en remarquant que comme Q(—1) = —1 # 0 il ne peut y
avoir X 4+ 1 dans la décomposition de @ et que comme Q(i) = —1 # 0 il ne peut
pas non plus y avoir X2 + 1 dans la décomposition de Q. Le dénominateur P est
déja factorisé. Le domaine de définition de F est R\{—1}. Le Théoreéme 11.1 donne
I'existence de réels a, b, ¢, d tels que

F(X)=1-

208 + 222 + 2z +1  a N b +cx+d
(z+1)2(22+1)  (z+1)2 z+1 22+1

(*)
pour tout € R\{—1}. En ramenant au méme dénominateur on voit que
223 4222 +2r + 1 =a(x® + 1) + bz + 1)(z* + 1) + (cx + d)(z + 1)?

pour tout x € R\{—1}, et donc en fait, par continuité, pour tout x € R. En
développant on trouve que

223 4222 +2x + 1 =a(x® + 1) + bz + 1)(z* + 1) + (cx + d)(z + 1)?
si et seulement si
203 + 22 + 20 +1=(b+c)a® + (a+b+2c+d)a* + (b+2d+c)r+a+b+d

pour tout x € R. Par assimilation, un polynéme de degré 3 ayant au plus 3 racines,
on trouve que

b+c=2
a+b+2c+d=2
b+c+2d=2
a+b+d=1

Les équations 1 et 3 donnent que d = 0 et les équations 1 et 4 donnent que a = c¢—1.

On a alors
b+c=2
b+3c=3

et on trouve que ¢ = 1/2, que b = 3/2 puis que a = —1/2. Au final,

xt 1 3 T
i@+ T 2@al) 240

pour tout x € R\{—1}.

(11.4)

NOTE: Des “trucs” simples pour ne pas avoir & calculer les coefficients par systeme.
Par exemple, dans le cas de 'exemple 2, on peut multiplier (x) par (z + 1) puis,
ensuite, prendre z = —1. On trouve alors diréctement ¢ = —1/2. On peut aussi
multiplier (x) par 22 + 1 puis ensuite prendre # = i. On trouve alors ci + d =
—1/(i 4+ 1)? et donc ci + d = i/2 soit ¢ = 1/2 et d = 0. Enfin, on peut multiplier
(%) par x et faire tendre x — +00. On trouve alors 2 = b + ¢, soit b = 3/2.
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12. L’INTEGRALE DES FRACTIONS RATIONNELLES

En vertue du Théoréeme 11.1, savoir calculer des intégrales de fractions ra-
tionnelles revient a savoir primitiver les (calculer une primitive des) fractions suiv-
antes:

(1) les éléments simples de lére espece:

1
1) = e=ay
(2) les éléments simples de 2¢eme espece:
ar +b
fz) =

(22 4+ cx +d)™

ol a,a,b,c,d € R, ¢ —4d < 0 et n € N. Bien sur il faut aussi savoir primitiver
la partie entiere, mais comme il s’agit d’un polynéme, il n’y a la aucune difficulté.
Primitiver les éléments simples de lére espece est trés simple.

Lemme 12.1. Pourn =1,

1
/ dr =Inl|x — af + C***

T —«
et pour n > 2,
1 -1 1
d — Cste
/(x—a)" “ n—l(:c—a)"—1+
Démonstration. Par calcul direct. O

Primitiver les éléments simples de 2eme espece est plus compliqué. On commence
par mettre le dénominateur sous forme canonique:

2

x2—|—caj+d=(x—|—%)2—|—d—%.

En effectuant le changement de variable

@+ 9
u = X —
Vad — c? 2

on se ramene au calcul de primitives pour les éléments simples modifiées de 2eme
espece qui sont les

(2bis) les éléments simples de 2éme espece modifiés:

au+b
u) = —m
F0) = 3 oy
Pour n = 1 le calcul de primitives pour ces éléments simples de 2éme espece modifiés
est assez simple. On écrit que

/%du:a/#dUan/%ﬂdu
= g In(u? + 1) + bArctg(u) + C**
et on a donc notre primitive.
Lemme 12.2. On a

au+b .  a 9 ste
/ﬁdu =3 In(u” + 1) + bArctg(u) + C*° .
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Lorsque n > 2 la situation est un peu plus complexe. Une premiere remarque est
que pour n > 2,

u _ -1 ste
/ @) T sy w1

puisque u est au facteur multiplicatif 2 preés la dérivée de 2. On a donc aussi le
lemme suivant.

Lemme 12.3. Pourn > 2,

U -1 1 ste
/ @+ M T e @y ¢

La primitive qui va poser plus de probléemes est celle faisant intervenir le terme
constant b. On peut effectuer un nouveau changement de variables u = tg(t) et se
ramener au calcul d’une primitive d’une puissance de cos(t), ou alors donner une
formule de récurrence de calcul de ces primitives en fonction de n. Notons

1
F,(u) :/Wdu

une primitive de 0 On a alors le lemme suivant qui répond a la question.

1
u2+1)n .

Lemme 12.4. Pourn>1 on a

2n —1 1 U
F, =—F, — L C8te
1) 2n () + 2n (u?2 4+ 1)7 +
Démonstration. On intégre par parties en partant de F,,. On pose f(u) = m
et ¢’(u) = 1. Par suite
—2nu
Ty —
Fw) = Gy
et g(u) = u. On en déduit que
2
u U
F, 2
(u) ( 2 + 1)71 + TL/ <U2 + 1)TL+1
2+1) -1
__ % a9y / (u®+1)
( 2 + 1)n (u2 + 1)n+1
u
_ @) +2nF, (u) — 2nF,41(u)
Par suite,
u
nFpi(u) = (2n — 1) Fy(u) + (u2 +1)"
et le lemme est démontré. (I

EXEMPLE: On calcule

1 oA
I= ———dx .
/0 (x+1)2(z2 +1)
En vertue de (11.4),

1/1 dx 3/1 dx 1/1 zdx
I=1+- [ ——— - =% S
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Or, voir par exemple les lemmes précédents,

/ol@cflfw:—[xil};%a /‘il = [z + 1))y = n(2)

1
xdx 1 11
O Sl + )] = = In(2) .
/ox2+1 g @ + 1)y =5 n(2)

Dot I =2 — T1n(2).

13. INTEGRALES DE PRODUITS DE COSINUS ET SINUS

On traite brievement ici de I'intégrale de produits de fonctions cosinus et sinus.
En tout premier lieu il convient de remarquer qu’il y a certaines configurations tres
simples, lorsque 1’on rencontre une forme u'u™. Par exemple

1
/cos(m) sin?(z)dx = 3 sin®(z) + Cst°

puisque sin’ = cos. Dans les cas plus ”obscurs” une méthode assez générale consiste
a linéariser, c’est a dire a transformer le produit de cosinus et sinus en question
en sommes de cos(pz) et sin(pz). Traitons les petites puissances dans ce qui quit.
On peut rencontrer des primitives de cos(z) sin(z), cos?(z), sin?(x), cos?(z) sin(z),
cos(z)sin?(z), cos®(z), sin®(x), cos?(z)sin?(z) etc. Certaine sde ces primitives
tombent sous la remarque ci-dessus:

/cos(x) sin(z)dx = % sin?(z) + C**°

/cosz(x) sin(z)dx = f% cos®(z) + C*t¢

/cos(x) sin?(z)dz = %sing(x) + Cste

Les autres primitives, de cos?(z), sin®(x), cos®(x), sin®(x), cos?(x) sin’(x) peuvent
se traiter par linéarisation. Pour linéariser on utilise les formules d’Euler:

eiz + efim ) ei:c _ efia:
=~ et - -
cos(z) ) et sin(x) 5
On trouve alors
- 2
1T Jr —1T
cos?(x) = <62e>

621'96 + 924+ 6—21';8

I

I

Q

e}

w0
—~
[\
&
+

|

et on obtient de méme que

i __ ,—ix 2
sin'(z) = (2)
7
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Donc

1 1
/COSQ(JZ)CZJ) =1 sin(2z) + 7% + Oste

1 1
/sinz(a:)d:c =-1 sin(2x) + 3% + Cste .

Pour les cubes on aura
. N3
3 _ e'L(E _"_ e 1xr
cos®(z) = —

eBim +3ezz _|_3€7iac _|_673im
8

1 3
=1 cos(3x) + 1 cos(z)

i __ ,—ix 3
sin'(z) = (2)
7

632'95 _ 3eiz + 3671':1: _ 6732'9:

tandis que

8%
1
=-1 sin(3x) + %sin(x)

puisque (a + b)? = a3 + 3a%b + 3ab® + b3. Par suite

1
/0053 (x)dx = 1 sin(3x) + %sin(m) + C*te

. 1 3
/sins(a:)dx =1 cos(3x) — 1 cos(z) + C®'° .
Enfin, pour le double carré, on a

cos?(z) sin?(z) = = (1 4 cos(2z)) (1 — cos(2z))

et on peut continuer ainsi avec cos*(z), sin®(z) etc.

Une autre approche, lorsque l'on a des puissances impaires, par exemple si ’on
doit calculer [ cos?*1(z)dx ou [sin®"!(z)dz est d’écrire que

/COSQn+1($)d$ = /COSQn(Z‘) cos(x)dx
- / (1 — sin? ()" cos(z)dz .
Dés lors, si P(X) = (1 — X?2)", et si P est une primitive de P, on obtient que

/cos2n+1(x)d;v = P(sin()) .
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Méme approche,
/sinznﬂ(x)da: = —P(cos(z))

et on peut combiner cette idée pour calculer des primitives de tout ce qui est en
cosP(z) cos?(zx) lorsque 'un des p ou ¢ est impair. Plus précisément,

/ cos?™ 1 () sin? () dar — / cos?™ () cos(x) sin () dx
_ / (1 — sin®(2))" sin® (z) cos(x)dz
et si Q(X) = (1— X?)"X et si Q est une primitive de Q, alors
/ cos?™ ! (2) sin? (2)dz = Q(sin(x)) .
Et de méme,
/ cos? () sin®™ 1 (z)dz = —Q(cos())

ou () et () sont comme ci-dessus.

Pour finir on peut aussi s’intéresser aux intégrales des fractions rationnelles en
cosinus et sinus. Un changement de variables tout terrain lorsque 1’on veut calculer
I'intégrale d’une fonction Q(cos(z),sin(x)), ot Q est une fraction rationnelle, est

x
t = tan(—
qui donne dx = 1_ir%dt et qui permet de ramener le calcul a I'intégrale d’une fraction

rationnelle en ¢ en utilisant les relations trigonométriques

1 —¢2 2t

COS(ZL') = 1—'—7t2 et Sin("l}') = m .

Les regles de Bioche listent un certain nombre d’autres changements de variables
possibles lorsque certaines symétries ont lieues.

14. LES INTEGRALES DE WALLIS

On appelle intégrale de Wallis les intégrales
/2
W, = / sin”(x)dzx ,
0
ot n € N. En effectuant le changement de variable y = 7 — x on a aussi
/2
W, = / cos"(x)dx .
0
On calcule facilement Wy = 7 et W7 = 1. En écrivant que

/2
Whta :/ sin(z) sin" ™! (2)dx
0
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et en intégrant par parties avec f’(z) = sin(z) et g(z) = sin""*(z). On a alors
f(x) = —cos(z) et ¢'(x) = (n + 1) sin™(x) cos(x). Par suite,

w/2
Wiga = — [cos(z) sin"+1(x)]g/2 +(n+1) / cos?(z) sin" (z)dx
0

w/2
=(n+ 1)/0 (1 — sin*(x)) sin” (2 )dx

et donc (n + 2)Wy,12 = (n + 1)W, de sorte que

n+1

n+2 "

pour tout n. On peut maintenant calculer W,, avec cette formule de récurrence en
distinguant les cas n pair et n impair. On a

Wn+2 -

Wan = Wan—1)+2

_ 2n2n 1W2(n72)+2
2n—12n -3
o 2n—2 7Y
et en raisonnant de proche en proche on trouve que
2n—12n—3 1
Won == o —g 30
1 (2n— 1)(2n72)(2n73)...1w
T ol (2n—2)(2n—4)...2 0
1 (2n —1)!

~ 2l 2n=1(n — 1)!WO

1 2n(2n —1)!
~ 2np) 2nn!

et on trouve ainsi que

0

(2n)!
Wop = ——=— .
T (2nl)2 2
De méme, avec le méme genre de calculs, on trouve que
(2nn!)?
Woni1 = ——— .
T 2 1)

Les intégrales de Wallis sont calculables.
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CHAPITRE 3

Intégrales généralisées

15. PREMIERES CONSTRUCTIONS
On commence avec la définition de locale intégrabilité.

Définition 15.1. Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle I de R
d’extrémités a et b, avec a > —oo et b < +o00. On dit que | est localement intégrable
sur I si pour tout intervalle fermé [a, 5] C I, o et B deux réels, [ est intégrable
(au sens de Riemann) sur [a, f].

Par propriété de U'intégrale de Riemann, le résultat suivant a lieu.

Théoreéme 15.1. Toute fonction réelle définie et continue sur un intervalle de R
est localement intégrable sur cet intervalle.

On a aborde maintenant les définitions des intégrales généralisées. On commence
avec la notion d’intégrale généralisée en sa borne supérieure.

Définition 15.2 (Intégrales généralisées en leurs bornes supérieures). Soit f une
fonction réelle définie et localement intégrable sur un intervalle du type [a,b], avec
a €R etb < +o00. On appelle intégrale généralisée de f sur [a,b] la limite quand x
tend vers b par valeurs inférieures, si elle existe et si elle est finie, de la fonction
F définie sur [a,b] par

Fz) = / F(t)dt .

On pose alors
b T
/ fOdt= tim [ @t
a z—=b" Jq

et on dit que Uintégrale de f sur [a,b] est convergente. Si la limite n’existe pas, ou
si elle n'est pas finie, on dit que lintégrale de [ sur [a,b[ est divergente.

On a une définition analogue pour la notion d’intégrale généralisée en la borne
inférieure.

Définition 15.3 (Intégrales généralisées en leurs bornes inférieures). Soit f une
fonction réelle définie et localement intégrable sur un intervalle du type |a,b], avec
a > —oo et b € R. On appelle intégrale généralisée de [ sur|a,b] la limite quand x
tend vers a par valeurs supérieures, si elle existe et si elle est finie, de la fonction
F définie sur]a,b] par

b
F(x) :/ ftyde .
On pose alors
b b
/ foydt = tim [ fat,

et on dit que lintégrale de f sur]a,b] est convergente. Si la limite n’existe pas, ou
si elle n'est pas finie, on dit que lintégrale de f sur]a,b] est divergente.

Une intégrale modele importante est 'intégrale de Riemann.
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Théoréme 15.2 (L’intégrale de Riemann). (1) L’intégrale de Riemann ffoo dt,
généralisée en +00, est convergente si et seulement si o > 1.

(2) L’ntégrale de Riemann fol t%dt, généralisée en 0, est convergente si et seule-
ment st a < 1.

Démonstration. (1) La fonction f définie par f(z) = -% est continue sur I'intervalle
[1,400[. En particulier, elle est localement intégrable sur [1,+oco[. Dire que
I'intégrale f1+oo t%dt converge équivaut donc a dire que la limite

x

1
lim —dt

z—+oo [ 1%

existe et est finie. Or pour z > 1,

1
/ —dt =In(x) si =1,
1t

T 1 1 1 .
/1 tiadtzlfoxxa*l_l) sia# 1.

Par suite, lim, 4 ff t%dt existe et est finie si et seulement si o« > 1. D’ou le
résultat.

(2) La fonction f définie par f(z) = -L est continue sur lintervalle ]0,1]. En

zo
particulier, elle est localement intégrable sur ]0,1]. Dire que lintégrale fol t%dt
converge équivaut donc a dire que la limite

1
1
lim —dt

@
z—0t J, t

existe et est finie. Or pour 0 < z < 1,

!
/t—adt:fln(z) sia=1,
t1

_ 1 l—ay o

Par suite, lim,_,o+ [, t%dt existe et est finie si et seulement si o < 1. D’ou le

résultat. O

On aborde maintenant la définition d’intégrale généralisée en ses deux bornes.

Définition 15.4 (Intégrales généralisées en leurs deux bornes). Soit f une fonction
réelle définie et localement intégrable sur un intervalle ouvert |a,b|, avec a > —o0

b
et b < 4+00. On dit que lintégrale généralisée / f(t)dt est convergente si, pour un
a

certain ¢ €la, b[, les intégrales généralisées

/:f(t)dt et /be(t)dt

sont toutes deux convergentes. On pose alors

/ ' foyat = [t | fwar
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b
et on dit que f)dt est Uintégrale généralisée de [ sur |a,b]. La définition ne

dépend pas du choiz de c.

La définition ne dépend pas de ¢ en ce sens que ’assertion

c b
Je €la, b] / / f(t)dt et / f(#)dt convergent

équivaut a l'assertion

c b
Ve €la, bl , / f(t)dt et / f(#)dt convergent .

On le voit avec la relation de Chasles dans la mesure ou si ¢; < ¢ sont deux points
de Ja, b], alors pour tout a < = < ¢1,

/x F(t)dt = / f(t)dt+/: Ft)dt

et pour tout ¢ < x < b,

/z F(t)dt = / Ft)dt + /m Ftydt .

A partir de 1a, on voit que

/ f(t)dt converge <— / f(t)dt converge

b b
/ f(t)dt converge <= / f(t)dt converge .

D’ou l'affirmation. De plus,

/ F(&)dt + /be(t)dt

c1 co b Cco
:/ F(t)dt + f(t)dt+/ f(t)dtf/ F(t)dt

/:1 f(t)dt+/cbf(t)dt.

b
Si l'intégrale généralisée / f(t)dt converge, alors pour tout a < ¢ < b, f; ft)ydt =
c b ¢
[ f@)de+ [ f(t)de.

b
Remarque: La convergence de I'intégrale généralisée / f(t)dt n’est pas équivalente
a

a Dexistence et a la finitude de la limite
b—e
lim f)de

e—0t a+e

si a et b sont des réels, ou a 'existence et a la finitude de la limite

+x
lim f)de

r—r+00 .
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si a = —o0 et b = 400. Pour tout z > 0 on a par exemple que

+x
/ tdt =0,

+oo
tandis que / tdt diverge.

—o00
Des exemples:(1) En vertu de ce qui a été dit au sujet de I'intégrale de Riemann,
et dans la mesure ou un réel ne peut étre tout a la fois strictement plus grand que
—+oo
un et strictement plus petit que un, l'intégrale généralisée / t—adt diverge pour
0

tout réel «.
—+o0

5 dt converge et vaut 7. En effet, d'une part

2) Liintéerale eénéralisé
(2) L’intégrale généra 1see/ 7 e

—00

o1
/O 1_’_7 dt = AI‘Ctgl‘

et lim Arctgr existe et vaut 5. D’autre part,

T—+00
01
L mdt = —ATCtgx

et lim Artcgr existe et vaut —7. Ainsi,

Tr—r — 00
0 “+00
1 1
——dt et —dt
/_OC 1+e2®° /0 1+1¢2

sont deux intégrales convergentes qui valent toutes deux
+o0 1
[
foo 1At
1

(3) L’intégrale généralisée [ In(¢)dt (généralisée en 0) est convergente et vaut —1.

s

5+ On en déduit que

converge et vaut .

0
En effet, In(z) — = est une primitive de In(z). Donc

1
/ In(t)dt = [tIn(t) —t]. = = — zIn(z) — 1
qui a pour limite —1 lorsque = — 0%.

16. UNE CONDITION NECESSAIRE A L’INFINI

Le résultat suivant donne une condition nécessaire de convergence a l'infini
lorsque les fonctions & intégrer ont une limite en 'infini (et uniquement dans ce
cas)..

Théoréme 16.1 (Condition nécessaire a l'infini). Soita € R et soit f : [a, +oo[— R
une fonction localement intégrable sur [a, +oo| (respectivement f :]— o0, a] — R une
fonction localement intégrable sur ] — co,a]). On suppose que

+o0o
lim f(x) existe et que / ft)dt converge

r—+00
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(respectivement que lim  f(x) existe et que [*__ f(t)dt converge). Alors nécessairement
r—r—00

mgrfoo (x) =0 (respectivement Igriloof(x) =0).

Démonstration. On peut toujours se ramener au cas f : [a,+oo[— R quitte &
changer x en —z. Supposons que lim,_, . f(z) = «, et pour alléger la redaction,
supposons que « € R. Alors

Ve>0,3A>0/Vz > A, |f(z)—a| <e.

Quitte a changer f en —f, on peut supposer que o > 0. Supposons que a > 0.
En posant € = «/2, on obtient Pexistence d’'un A > 0 tel que pour tout = > A,
f(z) > a/2. Pour tout z > A on aurait alors

/: F(t)dt = /aA F(t)dt + /: F(t)dt > /aA Ft)dt+ 5 (= 4)

ce qui entraine que l'intégrale généralisée fjoo f(t)dt diverge. Ainsi,

r—r+o0

“+oo
lim f(z)=aet / f(t)dt converge
entrainent que o = 0. D’out le résultat. (]

A propos de ce théoreme, on remarquera qu’il existe des fonctions f : [a, +00[— R
positives et localement intégrables, pour lesquelles I'intégrale généralisée f;roo f)de
converge mais qui n’ont pas de limite en +oo (ces fonctions ne peuvent étre uni-
formément continues, voir la Section 22). Pour le voir on pourra par exemple
considérer la fonction “en peigne” f : [0, +oo[— R définie par

f(x) =n2z + 1 —n3 si pour un certain n > 2, nfﬁgxgn
f(x) = —n2x +n3 + 1 si pour un certain n > 2, ngxgn—&—#
f(z) = 0 sinon

La fonction vaut 1 aux entiers n, et comme on s’en convaincra facilement, f n’a
.. “+o0 . - .

pas de limite en 4+c0. Par contre fo f(t)dt converge puisque la série de Riemann

de terme général # converge. Dans le cas présent

+00 foo 1
/O ftydt =" -

n=2
On le constate sans difficulté.
Attention aussi a ne pas conclure que lirf f(x) = 0 suffit pour affirmer que
Tr—r+00

f;roo f)dt converge. C’est faux en général comme le montre les intégrales de
Riemman f1+°° Ldz avec 0 < a < 1.

Remarque: Dire que la série de Riemann ) -, % converge signifie que la limite

n
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existe et est finie. Pour démontrer cela on revient aux intégrales. . . Pour tout n > 1
on pose

"1
:Zﬁ.
k=1

On veut montrer que la suite (S,) a une limite. On a S; = 1, Sy = 1+ i,
Sg =1+ i + % ... Cette suite est croissante. Pour montrer qu’elle converge il suffit
de montrer qu’elle est majorée. On remarque que

1 P

— < —dt

k2 - ~/k—1 t2
puisque ;5 > 75 sur [k — 1, k]. Par suite, pour tout n > 2, et en utilisant la relation
de Chasles,

1
Sa =143 15
k=2
<1+ / dt
,;2 k—1 12

"1
=1+ /1 t—zdt (Avec Chasles)

+oo 1
S1+/ —dt
1 t2

< +00

“+o0
puisque l'intégrale de Riemann généralisée / t—2dt est convergente. Donc (S,,)

est croissante majorée. Il s’ensuit qu’elle converge. O

17. INTEGRALES ABSOLUMENT CONVERGENTES

La définition d’intégrale absolument convergente renvoie a la convergence de
I'intégrale de la valeur absolue de la fonction considérée.

Définition 17.1. Soit f une fonction réelle définie et localement intégrable sur un
intervalle de R d’extrémités a > —oo et b < +o0. On dit que lintégrale généralisée

/ f(®)dt converge absolument si l'intégrale généralisée / |f(®)|dt converge.
a a

Le résultat suivant a lieu.
Théoréme 17.1. Toute intégrale absolument convergente est convergente.

Démonstration. Pour simplifier on va traiter du cas ou I’ integrale est généralisée en
x
b, et ot b < 4o0. SoitF()—/ [f(t)|dt et G(x / f(t)dt. On suppose que

F' a une limite finie lorsque x — b par valeurs inférieures, et on veut montrer que
G a aussi une limite finie lorsque x — b par valeurs inférieures. On utilise les deux
résultats suivant d’analyse:
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(i) F(z) (resp. G(z)) ont une limite lorsque z — b par valeurs inférieures

si et seulement si pour toute suite (z,), de points de I, si hIJIrl r, = b alors
n—-+4oo

ngrfoo F(zy,) (resp. ngrfoo G(zy)) existe,

(ii) une suite réelle (F (mn))n (resp. (G(a:n))n) est convergente si et seulement
si elle est de Cauchy.

Soit (z,), une suite donnée quelconque de points de I qui tend vers b. La suite
(F(xn))” converge par hypothése et en vertue de (i) ci-dessus. En vertue de (ii) la
suite est donc de Cauchy. On a pour tous p,q € N,

60~ Glapl = | [ i~ [ oy

- /; F(t)dt

[l

P

- [ [ f(t)ldt‘

= |F(zq) — F(zp)|

IN

Comme (F(xn))n est de Cauchy, on en déduit que (G(xn))n est aussi de Cauchy.

b
D’ot, avec (ii), la convergence de / f)de. O

18. CRITERES DE CONVERGENCE POUR LES FONCTIONS POSITIVES

On ne considere dans cette section que des fonctions réelles positives définies et
localement intégrable sur des intervalles du type [a, b[, avec a € R et b < +00. Des
théoremes analogues s’écrivent sans difficulté pour des fonctions positives définies
et localement intégrables sur des intervalles du type ]a, b], avec a > —oo et b € R.
Par suite, on obtient aussi des critéres de convergence pour les fonctions positives
localement intégrables lorsque les problemes de convergence se trouvent aux deux
bornes de I'intégrale.

Proposition 18.1. Soit f : [a,b]— R une fonction positive localement intégrable
sur [a,b]. Pour que lintégrale généralisée f; f(t)dt converge il faut et il suffit qu’il
existe une constante réelle M > 0 telle que pour tout a < x < b, f; f(®)dt < M.

Démonstration. Il suffit de remarquer que la positivité de f entraine la croissance

de [ f(t)dt. Une fonction croissante sur [a,b[ a une limite finie si et seulement si
elle est majorée. D’ou le résultat. (I

Le principe de comparaison suivant est une conséquence directe de ce qui vient
d’étre dit.

Théoréme 18.1 (Principe de comparaison). Soient f, g : [a,b[— R deuz fonctions
positives localement intégrables sur [a,b]. On suppose que pour tout a < x < b,
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flx) < g(x). Alors
b b
/ g(t)dt converge = / f(t)dt converge .
a a

En particulier, la divergence de fab f(t)dt entraine la divergence de f; g(t)dt.

Démonstration. En vertue de la proposition précédente, la convergence de f: g(t)dt
équivaut a I'existence d’une constante réelle M > 0 telle que pour tout a < x < b,

/awg(t)dt <M.

De l'inégalité f < g, on tire que pour tout a < z < b,
x
/ FOydt < M
a

et il suit de la proposition précédente que f; f(t)dt converge. D’ou le résultat. O
Le théoréme suivant a lieu.

Théoréme 18.2. Soient f, g : [a,b[— R deux fonctions positives localement intégrables
sur [a,b[, avec a € R et b < +o0o. On suppose qu’il existe ¢ € [a, b| tel que pour tout
c<xz<b, g(x) #0, et on suppose que

f@)
z—b— g(x)
existe.
(1) Si 0 < a < +oo, les intégrales généralisées fab f(t)dt et f;g(t)dt sont de
meéme nature, 4 savoir simultanément convergentes ou simultanément divergentes.
(2) Si o =0, la convergence de l'intégrale généralisée fabg(t)dt entraine la con-

vergence de l'intégrale généralisée fab f(t)dt.
(3) Si o = 400, la convergence de i’intégrale généralisée fab f(®)dt entraine la
convergence de l'intégrale généralisée fa g(t)dt.

Démonstration. Pour alléger la redaction, on suppose que b < 4+00. Dire que

f@) _
a—b- g(x)
avec o € R, signifie que
Ye>0, Inp>0/Vo,b—n<z<b = |féx))—a|<5.
g(x

Supposons que o > 0. En posant € = /2, on obtient l'existence d’'un n > 0 tel que
pour tout b —n < z < b,

« 3a
5 9@) = fl2) < 5 g(2) .

Du principe de comparaison énoncé dans un théoreme précédent, il s’ensuit facile-
ment que les intégrales généralisées f; f)dt et ffg(t)dt sont de méme nature.
Supposons maintenant que a = 0. Alors

Ve>0,In>0/Ve, b—n<z<b = @<5.

g(z)
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En posant ¢ = 1, on obtient ainsi ’existence d’un n > 0 tel que pour tout b—n < z <
b, f(x) < g(x). La encore, il suit du principe de comparaison que la convergence

de 1’1ntegrale généralisée f g(t)dt entraine la convergence de l'intégrale généralisée

Jo £®)

Enfin, si o = 400, alors

VA>0,In>0/Ve, b—n<z<b = M>A.
9(x)
En prenant A = 1, on obtient qu’il existe 7 > 0 tel que pour tout b —n < = < b,
f(z) > g(x). On applique une fois de plus le principe de comparaison, d’ou 1’on
tire que la convergence de 1’1ntegrale généralisée f f(t)dt entraine la convergence

de l'intégrale généralisée f g(t)dt. Le théoréme est démontré. [
Un corollaire immédiat au théoreme est le résultat suivant.

Corollaire 18.1. Soient f, g : [a,b]— R deuz fonctions positives localement intégrables
sur [a,b[, avec a € R et b < +00. On suppose qu’il existe ¢ € [a, b| tel que pour tout
c<x<b, g(xr) #£0, et on suppose que

lim f@) =

z—b— g(x

existe. St o = 0, la divergence de l'intégrale généralisée fb ft)dt entraine la diver-
gence de | mtegmle généralisée f g(t)dt, et si « = 00, la divergence de | mtegmle

généralisée f g(t)dt entraine la divergence de l'intégrale généralisée f f(@)
Un autre corollaire au théoreme est donné par le résultat important suivant.

Théoréme 18.3 (Critere de Riemann). Soit f : [a, +00o[— R une fonction positive
définie et localement intégrable sur [a,+oo, a € R. On suppose que pour un certain
aeR, lirf x®f(x) = s existe. Alors:

xT o0

(i) Sia>1et0<s<-+oo, f t)dt converge ,
(i) Sia<1let0<s<+oo, f;roo f(t)dt diverge .

En particulier, si0 < s < +00, les intégrales généralisées f;oo f(t)dt et f1+oo t%dt
sont de méme nature.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le théoreme que ’on vient de démontrer avec
pour fonction g la fonction g(z) = % sachant que fl dt converge si et seule-

ment si o > 1. O

19. POUR RESUMER

En résumé de ce qui a été dit, lorsque les problemes d’intégrale généralisée sont
sur la borne droite, et lorsque les fonctions sont positives:

[1] Critére borné. Soient f : [a,b[— R une fonction positive localement

intégrable sur [a,b]. Pour que l'intégrale généralisée f f(t)dt converge il faut et
il suffit qu’il existe une constante réelle M > 0 telle que pour tout a < x < b,
[ ft)dt < M.
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[2] Principe de comparaison. Soient f, g : [a,b[— R deux fonctions positives
localement intégrables sur [a, b[. On suppose que pour tout a < z < b, f(x) < g(x).
Alors

b b
/ g(t)dt converge —> / f(t)dt converge .

En particulier, la divergence de fab f(t)dt entraine la divergence de f; g(t)dt.

[3] Condition nécessaire a ’infini. Soit f : [a, +00[— R une fonction locale-
ment intégrable sur [a, +oo[. On suppose que

—+oo
lim f(z) existe et / f(t)dt converge .

Tr—r+o0

Alors nécessairement lim f(z) = 0.
r—+00

[4] Par équivalences. Soient f,g : [a,b]— R deux fonctions positives locale-
ment intégrables sur [a, b[, avec a € R et b < +00. On suppose qu'’il existe ¢ € [a, b]
tel que pour tout ¢ < x < b, g(x) # 0, et on suppose que

f(x)

oob- g(x)

existe. Si 0 < a < 400, les intégrales généralisées fab f(t)dt et f: g(t)dt sont de
méme nature, a savoir simultanément convergentes ou simultanément divergentes.

[5] Par comparaison. Sous les mémes hypothéses que ci-dessus, et si a = 0,
alors la convergence de l'intégrale généralisée fab g(t)dt entraine la convergence de
I'intégrale généralisée f; f(t)dt (et contraposée). Et si a = +o0, la convergence
de l'intégrale généralisée ff f(t)dt entraine la convergence de I'intégrale généralisée
f: g(t)dt (et contraposée).

[6] Critére de Riemann. Soit f : [a, +oo[— R une fonction positive définie et

localement intégrable sur [a, +o0[, a € R. On suppose que pour un certain « € R,

lim z%f(x) = s existe. Alors:
T—+00

(i) Sioz>le‘50§s<—|—oo,fJroo

a

f(t)dt converge ,
(i) Si o < 1et 0 < s < oo, [7 f(t)dt diverge .

En particulier, si 0 < s < +00, les intégrales généralisées f:oo f(t)dt et f1+oo t%dt
sont de méme nature.

Toujours en résumé de ce qui a été dit, mais maintenant lorsque les probléemes
d’intégrale généralisée sont sur la borne gauche:

[1] Critére borné. Soient f :a,b] — R une fonction positive localement
intégrable sur Ja,b]. Pour que l'intégrale généralisée fab f(t)dt converge il faut et
il suffit qu’il existe une constante réelle M > 0 telle que pour tout a < = < b,
[P F(t)dt < M.

[2] Principe de comparaison. Soient f,g :]Ja,b] — R deux fonctions positives
localement intégrables sur ]a, b]. On suppose que pour tout a < z < b, f(x) < g(x).
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Alors
b b
/ g(t)dt converge = / f(t)dt converge .

En particulier, la divergence de f[f f(t)dt entraine la divergence de f: g(t)dt.

[3] Condition nécessaire a l’infini. Soit f :] — 0co0,b] — R une fonction
localement intégrable sur | — oo, b]. On suppose que

b
lim f(z) existe et / f(t)dt converge .

T—r—00

Alors nécessairement lim f(z) =
r—r—00

[4] Par équivalences. Soient f,g :Ja,b] — R deux fonctions positives locale-
ment intégrables sur ]a,b], avec b € R et a > —oo. On suppose qu’il existe ¢ €]a, b]
tel que pour tout a < z < ¢, g(x) # 0, et on suppose que

f(x)

et g(x)

existe. Si 0 < a < +oo, les intégrales généralisées f; f®)dt et f g(t)dt sont de
méme nature, a savoir simultanément convergentes ou simultanément dlvergentes.

[5] Par comparaison. Sous les mémes hypothéses que ci-dessus, et si a = 0,
alors la convergence de lmtegrale généralisée f g(t)dt entraine la convergence de
lintégrale généralisée f f dt (et contraposée). Et si & = 400, la convergence
de l'intégrale généralisée f f(t)dt entraine la convergence de U'intégrale généralisée

f g(t)dt (et contraposée).

[6] Critére de Riemann. Soit f :]0,a] — R une fonction positive définie et
localement intégrable sur |0, a], @ € R™. On suppose que pour un certain a € R,
lim z®f(z) = s existe. Alors:
z—0t

(i) Siar< let 0<s<+oo, [ f(t)dt converge ,

(ii) Sia > 1et 0 < s < +oo, [, f(t)dt diverge .

En particulier, si 0 < s < +00, les intégrales [;' f(t)dt et fo 7= dt sont de méme
nature.
20. UN EXERCICE

Exercice: Montrer la convergence de 'intégrale généralisée

+oo
I :/ ) g
0 1+1¢2

Calculer I en effectuant le changement de variables z = %

ﬁ(iz est continue sur R™*. L’intégrale est généralisée
aux deux bornes 0 et +o0o. Soit f : R™ — R la fonction intégrée f(z) = ﬂ(ig

Cette fonction est négative pour 0 < x < 1 et positive pour > 1. Elle est donc

Solution: La fonction z —
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de signe constant au voisinage des bornes et on peut donc appliquer les criteres de
convergence précédents. On a

flx) _ 1

e—0+ In(z)  2—0+ 14 22

L’intégrale généralisée fol In(t)dt (généralisée en 0) est convergente (cf. ci-dessus)
Donc (par équivalence), I est convergente en 0. Pour ce qui est de la convergence
en +00 on remarque que pour tout 0 < a < 2,

lim z%f(z)=0.

T ——+00

En particulier, par exemple,

lim 23/%f(z)=0.

T—+00

Comme 3/2 > 1 le critéere de Riemann permet alors d’affirmer que I est aussi
convergente en +oo. L’intégrale généralisée I est donc convergente en ses deux
bornes. Au total, I est une intégrale convergente.

Reste maintenant a calculer I. Soient 0 < a < b < 400. On effectue le change-
ment de variable z = 1/t. Alors

dr = —dt/t* = —z*dt

et on récupere ainsi que

b 1/a In(L
/ In(t) dt:/ ne) 1,
a 1 + t2 1/b 1 + el .')32

Ya In(x)
:_/1/1, 1+x2dl’.

En passant & la limite en a — 07 et b — 400 on obtient que I = —I. Donc I = 0.
O

21. LES INTEGRALES DE BERTRAND

Théoréme 21.1 (Intégrales de Bertrand). Soient a > 1 et «, 8 deux réels. On
considére 'intégrale 1., dite de Bertrand, généralisée en 400, donnée par

+o0 1
Ly = —— _at.
p /a to(Int)p

Alors 1,3 converge si et seulement si o > 1 et [ quelconque, ou alors a« = 1 et
g >1.

Démonstration. Pour commencer, on suppose que o = 1, et on montre que Iig
converge si et seulement si 5 > 1. Pour le voir on remarque qu’avec le changement

de variables u = In t,
x 1 Inz 1
——dt = —du .
/a t(int)? /1 W

On est ainsi ramené a une intégrale de Riemann généralisée en —+00 dont on sait
’
qu’elle converge si et seulement si 6 > 1.
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On suppose maintenant que o > 1. On montre que I,g converge pour tout 3.
Sachant que pour tout s > 0,
Inx

lim — =0,
z—+oo IS

on voit que pour 1 < v < a,
1
lim 27— =
a—too z%(lnx)f
Le résultat annoncé découle alors du critere de Riemann.

Supposons pour finir que a@ < 1. On montre que pour tout 3, I3 diverge. En
effet, pour a < v < 1,

lim CC’Y# = +o00
zotoo” zo(lnz)f ’

et 1a encore le résultat annoncé suit du critere de Riemann. O

22. FONCTIONS HOLDERIENNES ET LIMITE A L’INFINI

On revient sur la condition nécessaire a l'infini en passant par 1'uniforme con-
tinuité. On travaille sur tout R dans ce qui suit mais les résultats des Théoremes
22.1, 22.2 et 22.3 restent vrais si on remplace R par un intervalle du type | — 0o, a
ou [a, +o0o[. Le premier résultat que 'on démontre est le suivant.

Théoréme 22.1. Soit f € CY(R,R). On suppose que f' est intégrable (a savoir
que fj;o |f/(t)|dt est convergente). Alors f est uniformément continue sur R.
Démonstration. Supposons par contradiction que la fonction f n’est pas uniformément
continue sur R. Alors
deg >0/ Vn>0,3z,y e Ravec ly—z| <net|fly)— flx)]>eo.

En posant 7 = 1/n on construit facilement deux suites (x,,) et (y,) dans R qui sont
telles que

|y — | — 0 lorsque n — +o0

|/ (yn) — f(xn)| > &0 pour tout n .
Quitte a passer a une sous suite on peut supposer que x,, — T lorsque n — 400

avec T € R. Soit €, = yn, — . Alors e, — 0 lorsque n — 400 et
Yn

flyn) = flan) = [ f()dt

Comme [’ est intégrable,

lim /0 e F(t)dt - /0 : F(t)dt

n——+oo

lim /0 " fl(t)dt = /O ’ f(t)dt

n—-+o0o

les deux limites étant finies. Donc

lim [f(yn) - f(xn)} =0.

n—-+oo

Une contradiction. O
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On définit une fonction holdérienne comme suit.

Définition 22.1. Soit a > 0. Une fonction f définie sur un intervalle I est dite
a-héldérienne sur I s’il existe une constante M > 0 telle que

1f(y) = f(@)] < My —x|*
pour tous x,y € I.
On a facilement le résultat suivant.
Lemme 22.1. Une fonction a-héldérienne est uniformément continue.

Démonstration. Soit € > 0. Soit = (¢/M)Y . Si|y—z| < nalors |f(y)—f(z)| < e.
D’ou 'uniforme continuité. d

On démontre le résultat suivant qui généralise Cauchy-Schwarz.

Lemme 22.2 (Inégalités de Holder). Soient f, g deuz fonctions définies et contin-
ues sur un intervalle I d’extrémités a > —oo et b < oco. Soient p,q > 1 deuzx

réels tels que % + % = 1. Si f est de puissance p intégrable sur I (a savoir

st f; [f(®)|Pdt < 4o00) et si g est de puissance q intégrable sur I (a4 savoir si
f: lg(t)]9dt < +o0), alors fg est intégrable sur I (a savoir fab |f(t)g(t)|dt < +00)
et

b b b
| / F(Hg(t)de] < ( / F@rd) 7 / lg(t)|dt) "

Lorsque p = q = 2 il s’agit la de l'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Démonstration. 1l suffit de démontrer le résultat pour des intégrales définies (quitte
a ensuite passer & la limite sur les bornes pour passer aux intégrales généralisées).
La premiere inégalité & montrer est que pour X,Y € R,

ce qui se démontre par concavité de la fonction logarithme. Par homogénéité en f
et g de 'inégalité & démontrer, on peut se restreindre aux fonctions f et g qui sont

telles que fab |[f(t)|Pdt = f: lg(#)|2dt = 1. On a alors

/blf(t)l g(lde < 2+ 1 =1

g <-—4+-=1.

a P q

Le résultat est démontré. O

Lorsque f’ est de puissance p intégrable, p > 1, on récupere mieux que de
I"uniforme continuité.

Théoréme 22.2. Soit f € CY(R,R). Soit p > 1 un réel. On suppose que f’
est de puissance p intégrable (a savoir que fj;: |f'(®)Pdt < +00). Alors f est

1/q-héldérienne sur R, ou L =1— 1.
a p
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Démonstration. On écrit alors avec 'inégalité de Holder que

)~ sl = | [ 7ajan
<| [ 17 wlar
~1 [ 1wl < a
< ([ 1swpaye(["an

et donc | f(y) — f(x)| < Mly—x["/9, o0 M = ([’ |f(t)\pdt)1/p. D’ott le résultat. [
On démontre enfin le résultat suivant.

Théoréme 22.3. Si f € C°(R,R) est intégrable (a savoir fjo? |f(t)|dt < +00) et
uniformément continue, alors forcément lim f(z) = lirf flx)=0
r—r—00 xr—r+00

Démonstration. On démontre le résultat pour x — +o0o. La preuve est identique
pour x — —oo. Supposons par I’absurde que f ne tende pas vers zéro en —+oo.
Alors il existe g9 > 0 et une suite (z,,) tels que:

Tn +1 < z,41 pour tout n ,
T, — +oo lorsque n — 400 ,
| f(xn)] > €0 pour tout n .

Par uniforme continuité de f il existe n €]0,1/2[ tel que pour tout z vérifiant que
‘x — x| <,

|f(z) = f(zn)] <e0/2 .
Mais alors |f(z)| > €9/2 pour tout n et tout = €]z, —n,z, + n[. Les intervalles
|zn — n, 2, + 0] sont deux & deux disjoints car z,41 > x, + 1 pour tout n et

0<n<1/2. On a
+oo xn+n
/ |dg;>z/ x)|dx

nGN Tn—N
= 5 ;1
neN
ce qui est impossible. D’ou le résultat. O

23. LE CRITERE D’ABEL

Le critére d’Abel concerne les fonctions changeant de signe. On commence par
démontrer le résultat suivant. Seule la deuxieme formule de la moyenne nous sera
utile.

Théoréme 23.1 (Formules de la moyenne). Soient a,b € R, avec a < b, et soient
fyg:[a,b] = R deux fonctions continues.
(1) (Premiére formule de la moyenne) Si g > 0 sur [a,b], il existe ¢ € [a,b] tel
b b
que [, f(t)g(t)dt = f(c) [, g(t)dt

(2) (Deuzxieme formule de la moyenne) Si f est décroissante et positive ou nulle
sur [a,b], il existe c € [a,b] tel que f; f()g(t)ydt = f(a) [ g(t)dt
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Démonstration. (1) Soient m et M les minimums et maximums de f sur [a,b].
Comme g > 0, on a mg < fg < Mg sur [a,b]. Par suite

b
t)g(t)dt
< BT O0E
[, g(t)dt
Le théoreéme des valeurs intermédiaires donne alors qu'il existe ¢ € [a, b] tel que
b
_ J. f®)g(t)at
e
[, g(t)dt

La premiere formule de la moyenne est démontrée.

fle)

(2) On démontre la deuxieme formule de la moyenne en supposant pour simplifier
que f est C! (et non pas seulement continue). Comme f est continue décroissante
positive ou nulle sur [a, b], on peut supposer que f(a) > 0 (car sinon f = 0 sur [a, b]
et le résultat est immédiat). L’équation étant homogene en f on peut aussi, quitte
& multiplier f par 1/f(a), supposer que f(a) = 1. Soit

G(z) = /w g(t)dt .

Alors G est continue sur [a,b]. On note m le minimum de G sur [a,b] et M le
maximum de G sur [a,b]. En raison du théoréme des valeurs intermédiaires, G
prend toutes les valeurs entre m et M. Il suffit donc de montrer que

m < /bf(t)g(t)dt <M. (23.1)

En intégrant par parties,

b b
[ st = sy - [ swcu

Comme | est décroissante, f/ < 0. La premiere formule de la moyenne donne qu’il
existe ¢ € [a, b] tel que

b b
./efwwwﬁza@/ewww
— G(O) (f(a) - ) -

Donc
b
/fvmwﬁzﬂwmw+u—ﬂw0@

puisqu’ici f(a) = 1. On a 0 < f(b) < 1 puisque f est décroissante et positive ou
nulle. Donc

min (G(b), G(c)) < f(D)G(b) + (1 = f(b)) G(c) < max (G(b), G(c))

)
et comme m < min(G(b),G(c)) et max (G(b),G(c)) < M, on en déduit (23.1).
D’ou le théoreme. O

On énonce et démontre maintenant le critere d’Abel pour les fonctions changeant
de signe. Les hypothéses de continuité assumées dans I’énoncé peuvent étre relaxées
en des hypotheses plus souples (par exemple sans hypothese de régularité sur f et
en supposant que g admet une limite & droite en tout point de [a,b[ et une limite
a gauche en tout point de ]a, b[).
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Théoréme 23.2 (Le critere d’Abel). Soient f,g : [a,+oo[— R deux fonctions
définies et continues sur [a,+0o[. On suppose que [ est positive, décroissante, et
tend vers 0 lorsque x — +00. On suppose par ailleurs qu’il existe un réel M > 0

tel que pour tout v > a, | [ g(t)dt| < M. L’intégrale généralisée f;oo F(®)g(t)dt
est alors convergente.

Démonstration. On utilise la seconde formule de la moyenne. Pour a < u < z, il
existe ¢, € [u,x] tel que

[ satorie= s [ gtorar.

Donc

| f(t)g(t)dt‘ < M) .

Soit € > 0. Il existe A > a tel que 0 < f(¢) < &/M pour tout ¢ > A. Alors pour
tout u, z € [A, 00|,

/u ’ f(t)g(t)dt‘ <c. (23.2)

On veut montrer que ff f(®)g(t)dt a une limite finie lorsque  — +00. Cela revient
& montrer que pour toute suite (x,), convergeant vers 400, la suite des

Uy = / " f(0)g(tydt

a une limite finie lorsque n — +00, ou encore que (u, ), est une suite de Cauchy.
Pour tout A > 0 il existe N € N* tel que x,, > A pour tout n > N. On a

w—u= [ IOg0d

Par suite (23.2) entraine que
Ve > 0,dN € N* / ¥p,q > N, |uqg —u,| < e,

et done (uy, ), est bien de Cauchy. D’oti le théoréme. (]

On donne un exemple d’application du critere. On considére 'intégrale généralisée

en +oo,
+oo s
t
I= / Tt
. t

On prétend que cette intégrale est convergente mais pas absolument convergente.
Que cette intégrale soit convergente s’obtient facilement a partir du critere d’Abel.
La fonction z — % est en effet positive, continue, décroissante et elle tend vers 0
lorsque x — +o00. Par ailleurs, la fonction sinus est continue et pour tout = > m,

’/x sintdt| = |(—cost)Z]| <2,

de sorte qu’il est effectivement possible d’appliquer le critere d’Abel.
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A Tinverse, on remarque que pour tout n > 1 entier, et tout ¢ € [(n — 1)7, nx),

nm . t 1 nm
/ sint] gy —/ |sint|dt
(n-Dx 1 N Jn—1)x

1 ™
= — / sintdt
nm Jo

2

nm

Il s’ensuit que pour tout entier n > 1,

nm int n pT int
/ |sin |dt _ Z/ |sin |dt
T 3 (p—1)m t

p=2

21
2230

7rp:2p

ez SR T +o00 |sint . .
Donc la convergence de 'intégrale généralisée f7r @dt devrait entrainer la con-

Lo nm sint
vergence de la série 3 ")) |gT |

général % diverge, on tire de ce qui a été dit plus haut que I'intégrale généralisée

I oo [sint] gy diverge elle aussi.
x t

dt, et puisque la série harmonique de terme

En d’autres termes, 'intégrale généralisée

+oo
t
/ sin gt
. t

est convergente mais n’est pas absolument convergente.

24. INTERVERSIONS LIMITES ET INTEGRALES

On traite dans ce chapitre des interversions limites et intégrales. Il y a un
théoreme majeur, dit théoreme de convergence dominée de Lebesgue, qui répond a
la question.

Théoréme 24.1 (Convergence dominée de Lebesgue). Soit I un intervalle de R de
bornes a < b (a > —o00, b < +00). On considére une suite (fr), de fonctions f, :
I — R. On suppose que pour tout n, f, est localement intégrable sur I, que la suite
(fn)n converge simplement vers une fonction f localement intégrable sur I et qu’il
existe g : I — R pour laquelle l'intégrale généralisée fabg(x)dac est convergente
et qui est telle que |fn(x)] < g(x) pour tout n et tout x € I (domination). Alors
l'intégrale généralisée fa f(x)dx est absolument convergente (ainsi que les intégrales

généralisées ff fo(z)dz) et f; fo(z)dz — f; f(x)dz lorsque n — +oo.

On va démontrer ce théoréme dans le cas ou la convergence simple est remplacée
par une convergence uniforme sur tous les [a, 8] C I. On rappelle que la conver-
gence uniforme sur un ensemble I d’une suite (f,,), de fonctions définies sur I vers
une fonction f définie sur I se traduit par la phrase mathématique:

Ve>0,AN e N /Vn> N Vz e I,|f,(z) — f(x)] <e.

Un premier résultat a démontrer est le suivant.
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Lemme 24.1. Soit I = [a,b] avec a,b deux réels. On considére une suite (f,)n de
fonctions f, : I — R. On suppose que la suite (f), converge uniformément vers
une fonction f sur I, et que pour tout n, f, est intégrable au sens de Riemann sur
1. Alors f est intégrable au sens de Riemann sur I et

b b
QL f@g¢p:nggh%l Ful)dz .
Démonstration. (1) On commence par montrer l'intégrabilité de f. Soit £ > 0
donné quelconque. Par convergence uniforme de (f,), vers f il existe n € N tel

que
€

| fu(x) = f(2)] < 206—a)

pour tout x € I. Par ailleurs, comme f,, est intégrable au sens de Riemann sur 7 il
existe ¢., 1. deux fonctions en escalier telles que

|fn - <Pe| S we (24.2)

(24.1)

dans I et .
/ Ye(w)dr < % . (24.3)
Avec (24.1) et (24.2) on obtient q(ile
lf(2) = @e(@)] < [f(2) = fal(@)] + | fn(@) — e (2)]
€ (24.4)
< m + Ye()
pour tout z € I. La fonction
= €
Ve = 2(b—a)

est une fonction en escalier, et il suit de (24.3) que
a

b - b
/a P(z)dr = 3 —I—/ e (z)dx (24.5)
<e

+ e

Comme € > 0 est quelconque, il suit de (24.4) et (24.5) que f est bien intégrable
au sens de Riemann sur I.

(2) Soit € > 0 donné quelconque. Par convergence uniforme de (f,), vers f il existe
N € N tel que pour tout n > N et tout = € I,

h@*5@%5<ﬂ@<h@HE@%$'
On en déduit que

b b b
| r@ae=5 < [ gwie < [ pwins ]
et ainsi, en particulier,
b b
/ fn(x)dxf/ f(x)dx

lim /ab frn(z)dx = /ab f(z)dx

n—-+oo

Ve >0,IN eN /Vn> N, <e.

Donc
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et le théoreme est démontré. O

On aborde maintenant la preuve du théoréeme de convergence dominée dans le
cas d’une convergence uniforme sur tous les [, 8] C I.

Démonstration partielle du théoréme de convergence dominée. Soit donc I un in-
tervalle de R de bornes a < b (a > —o0, b < 4+00). On considére une suite (fy)n
de fonctions f, : I — R. On suppose que la suite (f,), converge uniformément
vers une fonction f sur tout intervalle fermé borné [«, 5] C I, et que pour tout n,
fn est localement intégrable sur I. On suppose de plus qu'il existe g : I — R™
pour laquelle I'intégrale généralisée f; g(x)dx est convergente et qui est telle que
|fr(2)] < g(z) pour tout n et tout & € I (domination). On montre alors que f
est elle aussi localement intégrable sur I, que 'intégrale généralisée f: f(x)dx est

absolument convergente (ainsi que les intégrales généralisées f[f fn(x)dz) et que

b b
/a f(z)dx = nEI—fI—loo/a fu(x)dz .
Que f soit localement intégrable sur I suit du Lemme 24.1. L’hypothese de dom-
ination entraine clairement, par passage a la limite en n, que |f(z)| < g(z) pour
tout « € I. Donc, clairement, par criteres de comparaison, l'intégrale généralisée

f; f(x)dx est absolument convergente. De méme, on remarque que les intégrales

généralisées f: frn(x)dx sont absolument convergentes par domination et criteres de
comparaison. Pour simplifier la preuve supposons maintenant que I = [a,b[ avec
b € R et que les intégrales sont donc généralisées en b uniquement. En vertue du
Lemme 24.1, pour tout 0 < § < 1,
b—5 b—5
(x)dz = lim fu(x)dz .

n—-+oo

a a

Par domination on a aussi que
b b b b
[ @iz < [ g@dser [ fa@ldo< [ gy
b—38 b—5 b—8 b—o

pour tout n. Soit € > 0 donné quelconque. Par intégrabilité de g, il existe 0 < § < 1
tel que

b 5
/ g(z)dx < =
b6 4

puisque
b b b—6
/ g(m)dx:/ g(m)dx—/ g(x)dx
b—4 a a
et puisque
b—§ b
li dx = dx .
s | g(x)dx /a g(x)dx

On fixe un tel § > 0. Soit NV € N tel que pour tout n > N,

b—o b—o

fu(t)dt — ft)dt

a a

<€
1
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Pour n > N on a alors

/ab fn(t)dt — /ab f)de

b—o

IN

b b
+ [ @lde+ [ iptade

=

b—45
fut)dt / F(t)dt

a

<3
—€
— 4

et on a ainsi montré que

Ve >0,IN e N/ Vn > N, <e.

/: fu(t)dt — /ab f(t)dt

D’ou le théoreme. O

On mesure facilement 'importance de I’hypothese de domination en pensant a
lexemple suivant. Sur [0, 1] on note f,, la fonction dont le graphe forme un triangle
isocele sur [0, L] avec pour hauteur n en %, puis qui vaut 0 sur [%, 1], n > 2. Donc

n

Clairement (f,), converge simplement sur [0,1] (donc en chaque point de [0, 1])
vers la fonction nulle. Or f: fn(x)dz = 1 puisqu’on est 14 juste en train de calculer
I’aire du triangle isocele formé par le graphe de f,,. Donc f: fo(z)dz A f: f(x)dx
lorsque n — 4o00. L’hypotheése qui manque dans cet exemple est ’hypothese de
domination.

On s’attaque maintenant au cas de l'interversion intégrales et séries. On énoncé
le théoreme suivant sans preuve. Vous la verrez en L3.

Théoréme 24.2 (Convergences dominée et monotone pour les séries). Soit I un
intervalle de R de bornes a < b (a > —oo0, b < +00). On considére une suite
(un)n de fonctions u, : I — R. On suppose que la série Y u, converge simplement
sur I vers une fonction [ localement intégrable sur I. On suppose de plus que

les intégrales f: un(x)dz sont absolument convergentes et que la série numérique
fo |un(x)|dx converge. Alors fab f(x)dz est convergente, la série Efab up (x)dz

est convergente et
b too b
/ f(z)dx = Z/ un(x)de .
a n=0va



58 EMMANUEL HEBEY

CHAPITRE 4

Fonctions définies par une intégrale

25. UN PEU DE TOPOLOGIE DE R2.

On place sur R? la distance euclidienne d. Alors d : R — R™ est une application
de R? dans R définie par 1’équation

d(a,b) = /(x5 — xa)? + (Y — Ya)?
pour tous points a = (¥4, ya) et b= (p,ys) de R2.

Définition 25.1. Soit a € R? un point de R? et soit (z,,), une suite de points de
R2. On dit que (z,,)n converge vers a si

Ve >0,IN €N/ Vn > N,d(a,z,) <€ .

On note alors lim =z, = a.
n—-+00
Soient a € R? et r > 0 un réel strictement positif. On appelle boule ouverte
de centre a et de rayon r le sous ensemble B, (r) de R? constitué des points de
R? dont la distance au point a est strictement inférieure & r. Donc B,(r) =
{z eR? /d(a,z) <r}.

Définition 25.2 (Ouverts et fermés). Un sous ensemble A C R? est dit un ouvert
de R? si
Va € A,3r, >0/ By(ra) CA.

Donc A C R? est un ouvert de R? si tout point de A est centre d’une boule ouverte
entiérement contenue dans A. Un sous ensemble A C R? est dit un fermé de R? si
son complémentaire R2\ A est un ouvert de R2. Par convention, ) et R? sont a la
fois ouverts et fermés.

La frontiére d’un sous ensemble A C R2est I’ensemble des points ¢ € R? qui
sont tels que pour tout r > 0, la boule ouverte B, (r) contient a la fois des points
de A et de son complémentaire R?\ A.

Un point a € A est par contre un point intérieur a A s’il existe r, > 0 tel que
B, (rq) C A.

Ici z est un point intérieur au patatoide S, tandis que y est un point frontiere.

Remarques: (1) Un ouvert de R? est un patatoide qui ne contient aucun des
points de sa frontiere (tous les points de l’ensemble sont des points intérieurs a
I'ensemble).

(2) Un fermé de R? est un patatoide qui contient tous les points de sa frontiere.

(3) Un sous ensemble de R? peut trés bien n’étre ni ouvert, ni fermé (contenir
certains points de sa frontiere et pas d’autres).
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Tout point de la frontiere d’'un ensemble est limite d’une suite de points de I’ensemble.
Et toute limite de points d’'un ensemble est soit un point intérieur, soit un point
frontiere. On en déduit le résultat suivant.

Théoréme 25.1. Soit A C R? un sous ensemble de R?. Alors A est un fermé de
R? si et seulement si pour toute suite (x,,), de points de A, si (x,)n converge dans
R2?, alors sa limite est forcément dans A.

Les carrés ]a, b[x]c, d[ sont des ouverts de R? Les carrés [a,b] x [c,d] sont des
fermés de R2.

Soit A un sous ensemble de R2. Soit (U;);c; une famille de sous ensembles de
R2. On dit que (U;);er est un recouvrement de A si A C Uier Us-

Un recouvrement (U;);er de A est un recouvrement ouvert de A si les U; sont
tous des ouverts de R2.

26. SOUS ENSEMBLES COMPACTS DE R2

Définition 26.1. Un sous ensemble K C R? est un compact de R? si et seulement
si de tout recouvrement ouvert de K on peut extraire un sous recouvrement qui
est fini. Autrement dit, K est un compact de R? si et seulement si pour tout
recouvrement ouwvert (U;);cr de K, il existe J C I un sous ensemble fini de I pour
lequel (U;)iecs est encore un recouvrement ouvert de K.

Le théoréme suivant a lieu.

Théoréme 26.1. Les compacts de R? sont précisément les fermés bornés de R2.
De plus, dans un compact, toute suite posséde une sous suite convergente (et cette
propriété est méme caractéristique des compacts).

Les carrés [a,b] x [c,d] (a,b,c,d des réels) sont des compacts de R2.

Etant donnée une suite (z,,), on appelle sous suite de (z,,), toute suite obtenue
& partir d’une sélection des z,. Une sous suite de (x,), est alors une suite du
type (Zy(n))n, ot @ : N 7 N est une application strictement croissante de N dans
lui-méme.

x1 €2 z3 T4 x5 Te 7 xg Z9
xr X2 T3 x4  Ts xe v X8 Z9
T To() Te2) T Te@) T T Tp@) Tp((s)

Pour toute application strictement croissante ¢ : N 7 N de N dans lui-méme,
w(n) > n pour tout n € N (le résultat se démontre facilement par récurrence sur

Un sous ensemble A de R? est dit borné s’il existe R > 0 tel que d(0,2) < R
pour tout z € A, ol d est la distance euclidienne et 0 est le 0 = (0,0) de R2.

Une sous suite d’une suite convergente est convergente et de méme limite (ce
qui traduit le fait que si toute la suite converge vers un point x, une sélection va
continuer & converger vers ).
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27. FONCTIONS DE DEUX VARIABLES REELLES
Définition 27.1. Soit A C R? un sous ensemble de R%. Soit a € A un point de A.
Soit f: A — R une fonction. On dit que f est continue au point a si
Ve>0,In >0/ Ve e A, da,x) <n=|f(x)— fla)| <e.
Par extension on dit que f est continue sur A si f est continue en tout point de A.
Autrement dit, f est continue au point a si f(z) est aussi proche que l'on veut
de f(a), pourvu que x soit suffisamment proche de a.

On démontre (relativement) facilement que f : A — R est continue au point a
si et seulement si pour toute suite (x,), de points de A, si lim =z, = a, alors

n——+oo
nEI-iI-loo (zn) = f(a).

Définition 27.2. Soit A C R? un sous ensemble de R?. Soit f : A — R une
fonction. On dit que f est uniformément continue sur A si
Ve>0,9n>0/Va,y € A d(z,y) <n=|f(y) - flx)] <e.
La continuité sur A se traduit par la phrase mathématique
Ve e AVe>0,In>0/Vye A, dlz,y) <n=|fly)— f(z)| <e.

Dans cette phrase le n dépend a la fois de € et de . Dans I'uniforme continuité le
71 devient uniforme par rapport a x.

Une fonction uniformément continue est continue. La réciproque (qui est fausse

en générale) est néanmoins vraie sur les compacts.

Théoréme 27.1. Une fonction continue sur un compact y est uniformément con-
tinue.

Démonstration. Soit donc A un compact et f : A — R une fonction continue sur
A. On veut montrer que f est uniformément continue sur A. On raisonne par
I’absurde. On suppose que f n’est pas uniformément continue sur A. Alors

Je>0/Vn>0, Jz,y € Aavecd(z,y) <net |fly)— flz)]>¢c.

On prend n; =1, 2 = %,. R %,. .. Pour chaque n € N* il existe alors x,,, y, €
A tels que
d ny JIn l7
(Tnsyn) < 5 (27.1)
[f(yn) = fan)| > €.

On obtient donc deux suites (), et (yn), de points de A. On procede alors
par extraction successive de sous suites. La suite (z,), est une suite de A qui est
compact. Donc il existe ¢ : N 7 N strictement croissante de N dans lui-méme pour
laquelle la sous suite (2,(,))n converge. On note x sa limite. Comme A est fermé
ze€ A Ona

lim z ) =2 . (27.2)

n—-+oo
On considére maintenant la suite (y,(n))n. C’est une suite de points de A qui est
compact. Donc elle posséde une sous suite convergente et il existe ¢ : N 7 N
strictement croissante de N dans lui-méme pour laquelle la sous suite (Ve (y(n)))n
converge. On note y sa limite. Alors

lim Yo(p(n)) = Y - (273)

n—-+o0o
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Comme la suite (Zy(yp(n)))n est une sous suite de la suite (7,(,))n, et comme toute
sous suite d’une suite convergente est convergente et a méme limite, il suit de (27.2)
que

lim To(p(n) =T - (27.4)

n—-+oo

On revient & (27.1). Alors, pour tout n,

{d(‘r#’(w("))’y‘/’(w(n))) < ga(wl(n))’ (275)
|f Wotwm)) = F(@owmy)| =€ -

Comme ¢ : N "Net¢:N "N ona
@((n)) > ¢(n) > n

pour tout n. La premiere équation de (27.5) implique alors que pour tout n,

1
ATy Yown)) < o -

En passant a la limite en n — 400, et en utilisant (27.3) et (27.4), on devrait avoir
d(xz,y) = 0, et donc = y. En passant par ailleurs a la limite en n — 400 dans
la seconde équation de (27.5), on obtient par continuité de f et (27.3) et (27.4)
que |f(y) — f(x)] > e. Comme £ > 0 il y a la une contradiction. Le théoréme est
démontré. ]

28. PETIT PRECIS DE CONTINUITE

Les fonctions coordonnées (r,y) — z et (z,y) — y sont continues de R? dans R.
Les fonctions constantes sont continues de R? dans R.

La somme et le produit de fonctions continues et une fonction continue.

Le quotient de deux fonctions continues est une fonction continue la ou le
dénominateur ne s’annule pas.

Si f : R? — R est continue et si g : R — R est continue, alors g o f est continue.

On regroupe ces propriétés sous les termes de propriétés générales sur la
continuité.

Ainsi, par propriétés générales sur la continuité, les fonctions suivantes sont
continues sur R?: (x,9) — 2392, (2,y) — 1+ 2%y, (z,y) — 23y® + cos(z?y?),

5,7
(z,y) = In(1 +2%°), (z,y) = Tk ete.

29. DERIVEES PARTIELLES

Soit © un ouvert de R2. Soit (a,b) € Q un point de . Comme  est un ouvert,
il existe 7 > 0 pour lequel B, ) (r) C €.

Soit f : © — R une fonction. On considere les fonctions partielles f,, f5, fonctions
d’une variable réelles (donc dont la variable est dans une partie ou dans tout R)
définies par f,(y) = f(a,y) et fo(z) = f(x,b). On vérifie facilement que f, est
définie sur au moins lintervalle [b — r,b + r[ et que f, est définie sur au moins
lintervalle Ja — r,a + 7.
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Définition 29.1 (Dérivées partielles). Soient Q un ouvert de R?, (a,b) un point
de QY et f: Q — R une fonction réelle définie sur ). On appelle dérivée partielle de
f par rapport a x au point (a,b), si elle existe, la dérivée de la fonction f, au point
a. On la note %(a,b). De méme, on appelle dérivée partielle de f par rapport a
y au point (a,b), si elle existe, la dérivée de la fonction f, au point b. On la note
55(a,b)

oy \ )

On a donc, lorsqu’elles existent,

0
L) = i),

of
5 (@b = £a(6).

Par exemple, si

f(z,y) = 2°y* + cos(xy) ,
alors les dérivées partielles de f existent en tout point de R?, et pour tout point
(z,y) € R?,

5%@40=3x%2—yﬂmxw7
0
a—i(m, y) = 223y — wsin(xy) .
Note: Attention, la différentiablité d’une fonction f en un point (a, b) ne se traduit

pas par la seule existence des dérivées partielles %(a, b) et %(a, b) en ce point. Il
faut en plus demander que

fo) = Fla.b) + G @) = o)+ 5 @by -

+ll(z —a,y = b)[lo(1)

ot |[(z —a,y —b)|| = \/(z —a)2 + (y — b)2 et ot o(1) — 0 lorsque (z,y) — (a,b).
On parle alors de différentiablitié de f en (a,b) (et non plus de dérivabilité de f

n (a,b)). La différentielle de f en (a,b) (qui remplace la dérivée en (a,b)) est
I’application linéaire de R? — R définie par

(@) — G @b+ @y

Si par contre les dérivées partielles existent en tout point de ) et sont continues
sur  alors f est effectivement différentiable sur © et méme de classe C! sur €.

30. FONCTIONS DEFINIES PAR UNE INTEGRALE DEFINIE

Soit I un intervalle de R, a < b deux réels, et f : I x [a, b] — R une fonction réelle
définie sur I X [a,b]. On suppose que pour tout x € I, la fonction ¢ — f(x,t) est
intégrable au sens de Riemann sur [a, b]. On peut alors définir la fonction F': I — R

par
/fxtdt

La question ici est de savoir sous quelle(s) condition(s) portant sur f, la fonction
F va étre continue, dérivable, ou intégrable.
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Théoréme 30.1. Soient I un intervalle de R, a < b deux réels, et f : I x[a,b] = R
une fonction réelle définie sur I X [a,b]. Si f est continue sur I X [a,b], la fonction

réelle F' définie sur I par F(zx) = ff f(z, t)dt est alors continue sur I.

Démonstration. Pour simplifier la présentation, on suppose que I = [o, 8], a <
deux réels. Cela ne change pas grand chose car la continuité est une notion locale.
Le produit I x [a,b] est alors un fermé borné de R?, donc un compact de R?. 1l
s’ensuit (cf. plus haut) que f est en fait uniformément continue sur I X [a,b]. En
particulier, pour xy donné dans I, et pour € > 0 quelconque, il existe > 0 tel que

Ve el, Vt€la,b], [t —xo| <n = |f(z,t) — f(zo,t)| <e.

Par suite, pour tout = € I tel que |z — xg| <7,

b
IF@)*FWMP:/(ﬂ%ﬂff@mDMt

b
g/Wﬂaw—ﬂmMMt
<eb-a).

On a ainsi montré que
Vag €1, Ve>0, In>0/ Vo el, |z —ao| <n = |F(z)— F(z)| <e,
a savoir que F' est continue sur I. D’ou le théoreme. (Il
Pour la dérivabilité, le théoreéme suivant a lieu.

Théoréme 30.2. Soient @ < 8 et a < b quatre réels, et [ :|o, B[X[a,b] = R
une fonction réelle définie et continue sur |, B[X[a,b]. On suppose que la dérivée
partielle % existe et est continue sur o, B[x[a,b]. La fonction F :|a, B[— R définie

par F(x) = f; fx,t)dt est alors dérivable sur ], B[, de dérivée en tout point x de
la, B, la fonction F'(x) = f; %(z,t)dt.

Démonstration. Soit zy €]a, 8[. Pour tout = €]a, §],
b
3]
F(z) — F(xg) — (z — xo)/ 8—£(xo,t)dt

_ /ab (f(q;,t) ~ F(zo,t) — (z — xo)gi(mo,t)> it

Si on applique maintenant le théoréme des accroissements finis a la fonction x —
f(z,t), on obtient que pour tout t € [a,b], et tout x €]a, A, il existe % €]0, 1] tel
que
of .
f(x,t) — fzo,t) = (x — xo)%(ﬂfo + 0, (z — z0), 1) .
Soit alors § > 0 tel que [zg — 8, z¢ + ] Cl]a, B[. Le produit [zg — §, 20 + d] X [a, D]
%s]:c un fermé borné de R2, et donc un compact de R%. 1l s’ensuit que la fonction

5. est uniformément continue sur [z — §, 7o + J] x [a,b]. En particulier, pour tout

e > 0, il existe n > 0, n < 9, tel que

Vo €lag —n,x0 + 1, Vt € [a,b], |==(x,t) — a—i(:po,t) <eg.
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On en déduit que pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que pour tout (z,t) €
Jzo —n, 20 +n[x[a, b],

0 0

X (wo+ 0 — o), 1) — o2 (a0, 1)| < ¢

et on obtient ainsi que pour z tel que |x — | < 7,

b
F(z) — F(zg) — (z — xo)/ g—i(mo,t)dt

b
;/fuw ﬂm@—@—mggm@pt
zo + 0L (z — x0),t) — g‘;(xo,t)) dt

< (e[b—al) Ix—xol
En d’autres termes, on a montré que
Ve>0,In>0/0<|z—x0| <7
F(z) - F 9
M_/ —f(:no,t)dt <€
a

T — Zo T

d’ou 'on tire que

lim L) = F@o) :/bgi(xo,t)dt.

T—x0 T — T

Cela signifie encore que F' est dérivable au point xy de dérivée en ce point

b
F/(LC()) :/ %(.’Eo,t)dt .

Puisque z( est quelconque dans Ja, 8], cela démontre le théoreme. O

Pour finir, on traite de l'intégrabilité de F'.

Théoréme 30.3. Soient a < 8 et a < b quatre réels, et f :]a, f[x[a,b] = R une
fonction réelle définie et continue sur ], B[x[a,b]. Pour tout intervalle [ay, f1] C

la, B] la fonction réelle F :la, f|— R définie par F(x f f(z,t)dt est alors
intégrable au sens de Riemann sur (o1, B1] et ffll =/, (ffll x,t)d:v)d .

Démonstration. Posons

q>(:@=/( " (6, 0)d0) e

1

W(z) = /(:(/abf(e,t)dt)de .

D’apres ce qui a été dit plus haut (théoréme sur la continuité), la fonction 6 —
f; f(0,t)dt est continue. Par suite, ¥ est dérivable de dérivée

"(z) = /:f(x,t)dt
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On admet ici (mais la preuve n’est pas tres compliquée) que (z,t) — f;cl f(6,t)do
est continue. On a que

a xT
2 / 110,000 = 1(r.1)

existe et est continue. De ce qui a été dit plus haut (théoréme sur la dérivabilité)
on tire que ® est dérivable de dérivée

b
' (z) = / Fa,t)dt

Ainsi, ¥/ = @', et puisque 'on a aussi que ®(a;) = V(1) (= 0), on obtient que
¥ = @. En particulier, ¥(8;) = ®(81), ce qui démontre le théoréme. a

Remarque: On pourra regarder ces théoremes comme des théoremes d’interversion.
Leurs conclusions respectives équivalent a la validité des interversions

b b
lim/ :/ lim
z—=zo [, @ TTo
d [* b9
d:v/a_/aax
(L=

C’est parfois (et méme souvent) sous cet angle qu'il faudra interpréter ces théorémes.

31. FONCTIONS DEFINIES PAR UNE INTEGRALE GENERALISEE

Définition 31.1. Soit I un intervalle de R, soient a < b avec a > —oo et b < 400
et soit f : Ix]a,b[— R une fonction réelle définie sur Ix]a,b[. On suppose que
pour tout x € I, la fonction t — f(x,t) est localement intégrable sur |a,b]. On dit
que l'intégrale généralisée

b
Im:/ f(z, t)dt

converge normalement sur Ix]a,b| s’il existe une fonction positive g :la,b[— R,
localement intégrable sur |a,b|, qui est telle que

Vo eI, Vi €la,b], |f(z,t)| < g(t)
et qui est telle que lintégrale généralisée f: g(t)dt converge.

La convergence normale implique la convergence (absolue) ponctuelle: pour tout
x € I, lintégrale I, est absolument convergente des que I, est normalement con-
vergente sur Ix]a, bl.

Théoreme 31.1. Soit I un intervalle de R, soient a < b avec a > —o0 et b < 400
et soit f : Ix]a,b[— R une fonction réelle définie et continue sur Ix]a,b[. On

suppose que f: f(x,t)dt converge normalement sur tout produit du type [a, §]x]a, b|

ot [a, ] C I. La fonction F : I — R définie par F(z) = f: flx, t)dt est alors
continue sur I.
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Démonstration. Soit zg € I. Pour fixer les idées, on suppose que xq est intérieur
a I, a savoir qu'il existe § > 0 tel que [xg — J, 29 + 6] C I, et on suppose que a et
b sont réels. Par hypothese, il existe g :]a,b[— R une fonction positive localement
intégrable qui vérifie

(i) Y(z,t) € [xo — 6,0 + 6] x]a, B[, | f(z,t)| < g(t),
(ii) f g(t)dt converge.

Pour n > 0 petit, et pour x € [zg — 8, z¢ + 4],
|F(x) — F(xo)]

/fot f(zo, 8)|dt
a+n
:/ flat) - (%JW+/ F(ant) — f(zo.t)|dt
a+n a
b
+ [ 150 s

b—n a+n b
< [0 sl [ w2 [ g

+n

Soit maintenant € > 0 donné. Comme f g(t)dt converge, pour 1 > 0 suffisamment

petit, on va avoir
a+n b
/ g(t)dt < = et / gt <e .
a b—n

Fixons 7 > 0 comme ci-dessus. Avec le méme raisonnement que celui fait dans
la preuve du théoreme de continuité dans le cas défini, on obtient l’existence d’un
7> 0 tel que si |z — o] < 7, alors

b—n
/ |f(z,t) — f(xo,t)|dt <€ .

+n
Ainsi,
Ye>0, In>0/Veel, |z —xo| <7 = |F(z)— F(xg)| < 5¢,

et F' est bien continue au point xg, par suite sur tout I (puisque zq est quelconque
dans I). D’ou le résultat. O

Pour finir, on traite de la dérivabilité de la fonction F' définie dans le théoreme
précédent.

Théoréme 31.2. Soit f :]a, 8[x]a,b[—= R, a > —o0, b < 400, une fonction réelle
définie et continue sur |a, B[x]a,bl. On suppose que:

(i) Vz €la, B[, f: fx, t)dt converge,

(i1) % existe et est continue sur |o, B[x]a, b],

(i) ff %(x, t)dt converge normalement sur tout produit du type [aq, £1]X]a, b]
ou [ala 51] C}Oéa 5[
La fonction F :]a, B|— R définie par F(x) = fab f(z,t)dt est alors dérivable sur
la, B[ et pour tout x €la, B[, F'(z) = fb 9 (2, t)dt.

a
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Démonstration. Soient xg €]a, B[ et § > 0 tels que [zg — §, 29 + ] Cla, B]. Pour
fixer les idées, on suppose que a et b sont réels. D’apres (iii), il existe ¢ :]Ja,b[— R
une fonction positive localement intégrable sur ]a, b[ qui est telle que:

(iv) Y(z,1) € [zo — 8,20 + 8] x]a, b], %(x,t)‘ < g(t),

f g(t)dt converge.

Pour = € [xg — d, 29 + 6] et n > 0, n petit, on écrit maintenant que

b
Fz) - F(zo) — (x — mo)/ %(xo, £t

s/b

Fat) — flwo.t) — <x—xo>§£<xo7t>‘dt

 (n+ 0w — ), t)—gi(xo,t)'dt
<ol | gi(xo+9(x—xo),t) gf(xo,t)’dt
+|x—m0/a+n L (w0 + 6w — 70), 1) - gf(xo,t)’dt
el [ af(:coJrG(xzo),t)g‘;(zo,t)‘dt
< |x—x0|/b ! a*f (20 + 0(z — x0), ) — gf(xo,t)’dt

+2|x—x0|/ dt+2\xfx0|/

ou 6 €]0,1[ dépend de z et de t. On conclue ici en choisissant 7 > 0 petit pour que

a+n b
/ g(t)dt < e et / gt)dt <e,
a b—n

et on raisonne comme dans la preuve du théoréme analogue dans le cas défini pour
I'intégrale définie
/ a-+n

On obtient alors que
Ve>0,3In>0/ |z —xo| <7 =

a—f(aco +0(x — x),t) — gf (xo,t)’ dt .

b
0
F(x)—F(xo)—(m—xo)/ a—i(xo,t)dt < belr — xol ,
et donc que
Ve>0,37>0/|z—xo| <7 =
-~ b
M_/ g(mo,t)dt < be

T — xo o Oz
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ce qui prouve le résultat. ([

En copiant la preuve du Théoreme 30.3 vous pourrez aussi “fabriquer” des
théorémes d’interversion d’intégrales, mais vous les verrez plutot sous la forme
de théoremes de Fubini qui seront étudiés en L3.

32. L’INTEGRALE DE GAUSS
On appelle intégrale de Gauss toute intégrale du type
400 5
1, = / e % dt |

— 00

ol a > 0 est un réel strictement positif. On veut montrer le résultat suivant.

Lemme 32.1. Les intégrales de Gauss sont convergentes et
+
/ Tt [T
oo a

Démonstration. Clairement les intégrales de Gauss sont convergentes puisque e—at’ <
1/at? pour tout [t| > 1. Pour ce qui est du calcul de ces intégrales, on traite le cas
a = 1. Le cas général s’obtient a partir du cas a = 1 avec le changement de variable

u = y/at. Par parité,
+oo 5 +o00o 5
/ e tdt = 2/ e dt .
—00 0

On introduit les fonctions

L o=+t
S ——
fa) = [ St

1 67(1+t2)a:2
S "
o) = | it

h(z) = g(z) + (/OI et2dt>

Ces fonctions sont dérivables. Pour f on obtient avec les théoréemes des sections
précédentes que

pour tout a > 0.

2

1
KNMZ—/e*HﬁML
0

Comme g(z) = f(22) on en déduit pour x > 0 que

1
q(z) = —2x/ e~ (" gy
0

1
:—2956_“”2/ e~ gt
0

xT
_ 2 2
:—2e$/e“du
0

avec le changement de variable u = tx. En ce qui concerne h on trouve alors que

B (z) =g (x) + 2e " / e dt
0
=0
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pour tout z > 0. On a
£(0) = Aretg(1) = g .

Par suite, comme f(0) = g(0) = h(0), on voit que h(z) = 7 pour tout z > 0 (car
h étant a dérivée nulle elle est constante). Toujours en raison des théoremes des
sections précédentes,

AP /=0
On en déduit que

puisque g(z) = f(z?). En faisant tendre * — +oo dans I'équation h(x) = T on

4
obtient alors que
2

+oo
—¢2 _ E
</0 e dt) =71

Comme 'intégrale est positive, on en déduit que

+oo 5
/ e Vdt = ﬁ
O 2

et la parité donne finalement le résultat voulu. Le lemme est démontré. O
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CHAPITRE 5

Intégrales doubles des fonctions continues

Soit © un domaine (un patatoide) de R%. On considere un quadrillage de R? en
rectangles de tailles €1 = Az et 9 = Ay. On a alors le schéma suivant:

Ici Ax = Ay =r1.
Une cellule est grisée.

On note m;; les centres des rectangles qui constituent le quadrillage de R?. On
considere alors la somme de Riemman:

S{Z,Az,Ay = Z f(m”)AxAy ’
2%
ol la somme est effectuée sur les 7, j pour lesquels le rectangle correspondant Rect,;
est entierement inclus dans Q (& savoir Rect;; C Q).

A

Ici Az = Ay = ra.

On a alors le théoreme/définition suivant.
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Définition 32.1. Soit Q C R? un domaine fermé borné de R2. Soit f : Q — R une
fonction définie et continue sur 2. Les sommes de Riemann Sé’Aw’Ay convergent
lorsque Az — 0 et Ay — 0 vers une quantité notée

de .
/[2 f(x,y)dxdy :fA lim Sé,Az,Ay

z—0,Ay—0

et que l'on appelle intégrale double de f sur §2.

Lemme 32.2 (Propriétés premieres de I'intégrale double). Soit Q C R? un domaine
fermé borné de R2.

1) Vf,g:Q — R continues, YA € R,

//Q(f+g)(ﬂf,y)dfcdy://Q f(x,y)d:cder//Qg(x,y)dxdy,
J[ ot gyisy=x [[ se.dsay

2) Vf,g:Q — R continues, si f <g, alors

//Qf(x,y)dxdyﬁ//Qg(gg7y)dxdy7

3) Vf:Q — R continue,

//Q f(x,y)dxdy‘ < //Q (2, )| dady -

On a aussi la relation de Chasles étendue.

Lemme 32.3. Si Q) se découpe en deux domaines (1 = Q1 UQy et Q1N Oy =0
si_on oublie les problemes de bord), alors [[g, f(z,y)dedy = [[, f(z,y)dxdy +

[, f(x,y)dzdy.

Et aussi les propriétés suivantes.
Lemme 32.4. (1) [[, 1dzdy = Aire(S2),
(2) 8i f >0, [[o f(z,y)dedy=0 & f=0 (f continue).



72 EMMANUEL HEBEY

33. LE THEOREME DE FUBINI

Théoréme 33.1 (Fubini Sur Rectangle). Si f est continue sur un rectangle Q =

[a, B] X [a,b], alors
J[ aaazay = [ ' ( / b f(w)dy) dz
:/: </jf(x,y)dx> dy .

La derniere égalité a déja été vue au chapitre précédent. Le théoreme de Fubini
ramene ainsi le calcul d’une intégrale double au calcul d’intégrales simples. Il y a
des versions plus étendues de ce théoréme.

Un domaine en piles de R? est un domaine A du type
A={(zy) R Ja<a<b, ¢i(z) Sy < ()}
ol ¢1,¢2 : [a,b] — R sont des fonctions continues avec ¢; < ¢s.
Un domaine en tranches de R? est un domaine A du type
A={(z,9) R’ Ja<y<b, ¥u(y) <z <ia(y)} ,

ou 1,12 : [a,b] — R sont des fonctions continues avec 1 < 1.

Domaine en piles Domaine en tranches

Théoréme 33.2 (Fubini généralisé). Si Q est un domaine en piles, 4 savoir
un domaine de la forme Q = {(z,y) €eR?* /a <z <b, ¢1(z) <y < da(2)}, ou
@1, 09 : [a,b] = R sont continues avec ¢1 < ¢a, alors

teasdy= [ ([ rwpiy) do
/I, [

pour toute fonction continue f : Q — R. Si Q est un domaine en tranches,

Q= {(z,y) eR? Ja<y<b, ¥i(y) <z <a(y)}, ot Y1,¢ : [a,b] = R sont
continues avec 1 < 1o, alors

sadzdy = [ ([ twyin ) dy
/I, [ (L
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pour toute fonction continue f: € — R.

On discute de quelques exemples dans ce qui suit avant d’aborder le changement
de variables dans les intégrales doubles. Soient Dy = [0,1] x [0, 1] et

Dy={(z,y) eR* /0<z<letz’<y<1}.

Soit f : R? — R donnée par f(x,y) = 2z%y. La fonction f est continue en vertue
des théoremes généraux sur la continuité. Avec le théoreme de Fubini pour les
rectangles, et en remarquant que z2 est constante pour l'intégration en y, on obtient

que
1 1
/ f(w,y)dwdy=/ </ w2ydy> dax
D+ 0 0
1 1
[
0 0
1
= }/ z2dx
2 0

1

6
On remarque par ailleurs que Do est un domaine en piles. Ici ¢(z) = 22, ¢o(z) = 1
et il est important de vérifier que 'on a bien que ¢1(z) < ¢o(x) pour tout z € [0, 1].
Avec le théoreme de Fubini pour les domaines en piles, toujours en remarquant que
22 est constante pour I'intégration en y, on peut écrire que

/D2 flx,y)daxdy = /01 (/I: x2ydy) dz
/0112 (/I:ydy)da:

2
1 1 1
:f/ J;zdx—f/ bdx

20 20
11
6 14
2
21

Enfin, si maintenant on cherche a calculer les aires de Dy et Do, alors toujours avec
Fubini (pour les rectangles et les domaines en piles),

Aire(D,) = //D1 dxdy
AR
:/0 dx
=1
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tandis que

Aire(D3) = / dzdy

Do

| (L)
= /01(1 —2%)dx
=1- /01 22dx

=1-
2

Wl =

=3
34. CHANGEMENT DE VARIABLES DANS LES INTEGRALES DOUBLES

On considere tout d’abord une application ® : R? — R2. Donc ® = (®1, ®»), ot

®,,®, : R? — R sont deux applications de R? dans R. On dit que f est de classe

C! sur R? si:
(1) les dérivées partielles 88‘1;1, 8;; L 8553 2 et aaq;g existent en tout point de R?,

(2) les dérivées partielles 921 921 02 o 92 ont continues sur R? en tant
ox ' Oy ' Oz oy

qu’applications de R? dans R.

On dit que ® est un C'-difféomorphisme de R? sur R? si:
(1) @ est bijective de R? sur R?,
(2) ® et @~ sont de classe C*.

Ces définitions se généralisent facilement au cas ot I’on remplace R? par un ouvert
U de R? (et on peut parler d’application de classe C'* sur un ouvert U de R?, ou
encore de C'-difféomorphisme d’un ouvert U de R? sur un ouvert V de R?).

La matrice jacobienne en un point (x,y) d’une application ® de classe C! est la
matrice 5 5
G (x,y) Gt (x,y)
M;(®).(z,y)= | 227 gy 2
j( )( ’ ) (%i?(xvy) ?if(xay)'
On a alors le théoreme de changement de variables suivant.

Théoréme 34.1 (Changement de variables). Soit Q un domaine de R? et soit
® : R?2 — R? un C'-difféomorphisme. Alors

// f(z,y)dzdy
Q
— [ (o®) (e x detht;(@). (o )] dndy
-1(Q)
pour toute fonction continue f : Q — R.
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