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Feuille d’exercices 5

Exercice 1: Soit f I’endomorphisme de R? dont la matrice dans la
base canonique B = (eq, es, e3) de R est

1 2 1
A=12 -1 1
1 -1 1

Qn pose €1 = e1 + €9, €3 = €1 + e3 et €3 = €1 — e3 + e3. On admet que
B = (€1, €, €3) forme une base de R3

(1) Ecrire et inverser la matrice My 5.

(2) Que vaut la matrice de représentation de f dans B ?

Exercice 2: Soit F un R-espace vectoriel de dimension 3, et B =
(€1, €2, e3) une base de E. On note f,g € End(F) les endomorphismes
de F définis par

f(xlel + z9e9 + xgeg) = (3:1 + 4y + xg)el + (4961 + 31’3)62
+ (—xl + 39 — 2x3) es
g(:vlel + x9€9 + 33363) = (3:61 — xg)el + (21’1 + 4xy + 2:63)62
+ (5x1 + 4x9 + xg)eg
pour tous xy, s, r3 € R.
(1) Ecrire les matrice de représentation de f et g dans B.
(2) Calculer les déterminants det (Mpg(f)) et det (Mpp(g)). Les endo-

morphismes f et g sont-ils des isomorphismes ?

Exercice 3: Soit A une matrice carrée dont tous les coefficients sont
entiers, a savoir dans Z. Montrer que A est inversible d’inverse une
matrice a coefficients entiers si et seulement si det(A) = +1.

Exercice 4: Soit A une matrice carrée d’ordre n vérifiant que
A A+ A=1,.

Montrer que A est inversible. Quelle est son inverse ? En utilisant
I'exercice précédant, sachant que det(A) > 0, calculer le déterminant

de A si A est a coefficients entiers dans Z.
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Exercice 5: Soit o € R. Soient aussi £ un R-espace vectoriel de
dimension 3, et B = (e, €2, e3) une base de £. On note f € End(E)
I’endomorphisme de E défini par

f($1€1 + xoeg + 5U3€3) = (!E1 + ars + $3)€1 + (9U1 + 2x9 + $3)€2
+ (2371 + 2o + 373) €3

pour tous 1, x9, 3 € R. Pour quelles valeurs de a I’endomorphisme
f est-il un isomorphisme ? Par ailleurs, et lorsque f n’est pas isomor-
phisme, caractériser Ker(f) et Im(f).

Exercice 6: Soit A une matrice carrée d’ordre n. On suppose qu’il
existe un entier N € N* qui est tel que (I, + A)" = 0 (la matrice nulle
nxn), ou I, est la matrice identité n x n. Montrer que A est forcément
inversible. La matrice

o
|
—_
o
DO —

o 0 0 -1

est-elle inversible 7 Quel est son inverse 7 Pour ces questions on pourra
utiliser le fait que la formule du binéme de Newton permettant de
développer des sommes (A + B)" est valable pour des matrices carrées
A et B lorsque ces matrices commutent et donc lorsque AB = BA.

Exercice 7: Soit A une matrice carrée d’ordre n. On suppose que le
systeme AX = 0 d’inconnue X, ou X est un vecteur colonne de R" et 0
est le vecteur nul colonne de R™, a pour seule solution X = 0. Peut-on
affirmer que A est inversible ?



