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ALGEBRE BILINEAIRE

EMMANUEL HEBEY

1. INTRODUCTION

Ce cours fait suite au cours d’algebre linéaire 3 du premier semestre. Il s’agira
ici de développer les bases de la théorie bilinéaire. Deux théoremes marquants
sont au programme de ce cours: le théoreme de Sylvester qui classifie les formes
quadratiques, et le théoreme spectral qui revient sur la problématique de la diago-
nalisation des endomorphismes mais avec une approche nouvelle. Au passage nous
aborderons la théorie préhilbertienne, premiere étape avant le développement de la
théorie hilbertienne et de ’analyse sur les espaces vectoriels normés.

Cing chapitres forment ce cours. La théorie des formes bilinéaires et quadra-
tiques, qui reprend l'analogie réelle (z,y) — xy et @ — z2, est développée au
Chapitre 1. La théorie préhilbertiennes des espaces vectoriels munis d’un produit
scalaire est développé au Chapitre 2. Le théoreme spectral et la théorie des en-
domorphismes symétriques sont traités au Chapitre 3. Les espaces hermitiens et
la réduction des endomorphismes normaux sont traités au Chapitre 4. La théorie
infinie est traitée au Chapitre 5.

Date: 12 Juin 2025.
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CHAPITRE 1
FORMES BILINEAIRES ET QUADRATIQUES

On commence avec la théorie générale des formes bilinéaires et quadratiques
avec, comme objectif dans ce chapitre, de présenter le théoreme de Sylvester.

2. PREMIERES DEFINITIONS

On commence avec la définition d’une forme bilinéaire.

Définition 2.1. Soit E un R-espace vectoriel. Par définition, une forme bilinéaire
sur E est une application B : E x E — R qui vérifie que pour tout xog € E et tout
Yo € E, les applications

$_>B($a3/0) et y-)B(ZU(),y)
sont linéaires de E dans R.

En d’autres termes, une fonction B : E x E — R est une forme bilinéaire si
la fonction est linéaire par rapport a chacune de ses variables. La plus simple des
formes bilinéaires est la fonction B : RxR — R donnée par B(x,y) = xy. Attention,
une forme bilinéaire (non identiquement nulle) n’est jamais linéaire par rapport au
couple (z,y). Par exemple, pour B : R x R — R donnée par B(z,y) = zy, on a que

B(z+a',y +y') # B(z,y) + B(z',y")
des que 7'y + zy’ # 0 car
Bz +a',y+y') — B(z,y) — B(«',y) = 2"y + 2y .

En dimension finie, ce qui sera notre cas, les formes bilinéaires sont par contre,
comme les applications linéaires, représentables par des matrices. Soit F un R-
espace vectoriel de dimension finie n, et soit B = (ey,...,e,) une base de E. Soit
de plus B : E x E'— R une forme bilinéaire sur F, et soit B;; les réels

Bij = B(es, ;)
oui,j=1,...,n. Six ety sont deux vecteurs de F de coordonnées respectives
(1, @n) et (y1,...,yn) dans B, donc = = 371" | wie; et y = Y7, yje;, alors

n
ij=1
Pour démontrer cette relation on écrit que

n n
SO
el,Zy]ej
n
Z zyj elaej
j=1

puisque pour tout zg € E et tout yg € E, les applications

HM: WM:

v — B(z,y0) et y— B(wo,y)
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sont linéaires sur £. D’un point de vue matriciel cela donne lieu a la définition
suivante.

Définition 2.2. Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie n, et B =
(e1,...,en) une base de E. Soit de plus B : E x E — R une forme bilinéaire sur
E. Par définition, la matrice de B dans la base B, notée Mg(B), est la matrice
Mpg(B) = (Bij)i,; carrée d’ordre n composée des

Bij = B(el—,ej) .
Elle caractérise B en ce sens que pour tous x ety dans E,
B(z,y) = "V(x)Mps(B)Vs(y) ,

ot Vg(x) et Va(y) représentent les matrices colonnes composées respectivement des
coordonnées de x ety dans B, et ou. 'Vg(z) est la matrice ligne transposée de Vi(x).

D’un point de vue matriciel on a écrit que

By ... B hn
B(z,y) = (ml xn)
Bnl e Bnn Yn

et , comme on s’en convaincra facilement, on retrouve la relation déja vue

n
T,y) = E Bijziy; .
ij=1

Exercice: Soit Ry[X] I'espace des polynomes réels d’ordre 2 et soit B = (P, Pa, Ps)
la base canonique de Ro[X] constituée des polynéomes P (X) = 1, P(X) = X et
P3(X) = X2. On considere B : Ry[X] x Ry[X] — R donnée par

1
B(P,Q) :/0 P)Q(t)dt .

Montrer que B est une forme bilinéaire sur Ro[X]. Donner sa matrice dans la base
canonique B = (Py, P2, P3) de Ry[X].

Solution: Il est clair que VP, @, R € Ry[X] et VA € R,

/1< (1) + AQ()) R(t)dt = /p dt+/\/ Q)

/ P(t t) + AR(t))dt = / P(t )dt—l—)\/ P(t)R(t)dt .
0
Par suite,
B(P+XQ,R) = B(P,R)+ AB(Q, R) et
B(P,Q + AR) = B(P,Q) + AB(P, R)
et donc B est une forme bilinéaire sur Ry[X]. La forme est aussi symétrique, i.e.
B(P,Q) = B(Q, P) pour tous P et Q, et
1 1
B(Py, Py) :/ dt=1, B(P,P) :/ tdt = —
0 0

1
1
B(Py, P3) :/ t2dt = 3 B(Py, P\) = B(P,P,) =
0
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De méme,
! 1 L 1
B(PQ,PQ):/ t2dt = - | B(Pg,Pg):/ t3dt = -
0 3 0 4
1
B(Ps, P1) = B(P1, P;) = 30 B(P3, P2) = B(Py, P3) = ~
! 1
B(P3,P3):/ trdt = = .
0 5
Par suite,
1 1 1
Mr(B)= | % i i
3 1 5

O

Exercice: Soit M2 (R) lespace des matrices carrées réelles d’ordre 2. On note
B = (A1, Ay, Az, Ay) la base canonique de Ms(R) donnée par

10 01 00 0 0
(0 0) =) 4= (0) =)
Montrer que I'application ® : M3(R) x M3(R) — R donnée par
®(A, B) = trace(*AB)

est une forme bilinéaire sur My(R). Donner sa matrice dans la base canonique

(A1, A, Az, Ay) de M3(R).
Solution: Il est clair que VA, B,C € M5(R) et VA € R,

trace('(A + AB), C) = trace(*AC) + Mrace(*BCO) , et
trace(*A(B + \C)) = trace(* AB) + Mtrace(*AC) .

Donc @ est bien bilinéaire. On calcule
P(A;, Aj) = 04
ol les §;; sont les symbdles de Kroenecker (1 si ¢ = j, 0 sinon). Par exemple,

®(Ay, Az) = trace(* Ay A3)

et (0 LY (0 O
e iy o) \1 o
e (0 OY (00
Aty o)1 o
0 0
—trace<00>

=0.
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Ou encore,
®(Ay, Ay) = trace("A; Ag)
_ (1 0\ /0 1
= trace (0 0) (0 0)
o 1 0\ /0 1
Mo o) \o o
0 1
= trace (O O)
=0.
Par suite
1 0 0 O
01 00
Ms(®)=1y o 1 ¢
0 0 0 1

U

Si une forme bilinéaire sur E s’écrit B(z,y) = szzl a;;x;y; pour tous z,y € E,

ou les x; sont les coordonnées de x dans une base B, et les y; sont les coordonnées

de y dans B, alors a;; = B(e;,e;) pour tous 4,5 = 1,...,n. La raison en est le
résultat suivant.

Lemme 2.1. Soient E un R-espace vectoriel, B = (e1,...,e,) une base de E et
(aij), (bij) deux matrices n x n. On suppose que pour tous x,y € F,

n n
> agmiy; = Y bimiy;

ij=1 ij=1
ou les x; sont les coordonnées de x dans B et les y; sont les coordonnées de y dans

B. Alors a;j = bi; pour tous ,j = 1,dots, n.

Démonstration. Soient ig et jo fixés. On prend x = (0,...,0,1,0,...,0) (ala ipéme
place) et y = (0,...,0,1,0,...,0) (a la joéme place). Alors

n n
E Qi TiY; = Qigj, €t E bijxiy; = bigj, -

,j=1 ,j=1
Donc a;yj, = biyj,, €6 comme g, jo sont quelconques, on récupere que a;; = by
pour tous 4,5 =1,...,n. U
Le résultat suivant a lieu.

Théoréme 2.1. Soient E un R-espace vectoriel, B = (eq,...,e,) une base de E
et (aij), une matrice n X n. On définit

n
B(z,y) = Z i Ty

ij=1

pour tous x,y € E. Alors B est bilinéaire sur X E et la matrice de représentation
de B dans B est la matrice des a;;.
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Démonstration. Soit x € E quelconque fixé. Pour tous A\, u € R, et pour tous
v,y € E,

Bz, \y+py') = Y agzi(\y; + py))

4,j=1

n n
=\ Z ai;Tiy; + [ Z aij Ty

i,5=1 4,j=1
= AB(z,y) + uB(z,y') .

On obtient donc la linéarité par rapport a la seconde variable. On démontre de
méme la linéarité par rapport a la premiere variable. O

3. SYMETRIE ET ANTISYMETRIE

On aborde la symétrie et 'antisymétrie des formes bilinéaires et on montre
que toute forme bilinéaire peut s’écrire comme la somme d’une forme bilinéaire
symétrique et d’une forme bilinéaire antisymétrique.

Définition 3.1. Soit E un R-espace vectoriel et B : ExXE — R une forme bilinéaire
sur E. La forme bilinéaire B est dite symétrique si B(y,z) = B(x,y) pour tous
x,y € E. Elle est dite antisymétrique si B(y,z) = —B(x,y) pour tous z,y € E

En dimension finie, si B = (e1,...,e,) est une base de I, on a vu que les B;; =
B(e;, e;) caractérisent B. Ils caractérisent aussi sa symétrie ou son antisymétrie.

Lemme 3.1. Soit E un R-espace vectoriel, B = (e1,...,e,) une base de E et
B : Ex E — R une forme bilinéaire sur E. Alors B est symétrique si et seulement
st Bj; = By pour tous 4,7, et B est antisymétrique si et seulement si Bj; = —DB;;
pour tous i, j.

Démonstration. On a que

B(z,y) = Z Bijziy;

ij=1

pour tous x,y € FE, ou les z; et y; sont les coordonnées de = et y dans B. 1l
est alors clair que si Bj; = B;; pour tous ¢,j, alors B(y,z) = B(z,y) pour tous
x,y et que si Bj; = —B;; pour tous i, j, alors B(y,z) = —B(x,y) pour tous z,y.
Réciproquement si B(y,x) = B(x,y) pour tous x,y, et si i, sont dans {1,...,n},
alors comme dans la preuve du Lemme 2.1, en prenant = tel que z; = 0 pour tout
k #ietx; =1, et en prenant y tel que y; = 0 pour tout k # j et y; = 1, on voit que
Bj; = B;j. De méme, si on avait B(y,z) = —B(z,y) alors on aurait B;; = —B;;.
Le lemme est démontré. [

Attention, un forme bilinéaire n’est pas soit symétrique soit antisymétrique. Elle
peut tres bien n’étre ni I'un ni 'autre. Le théoreme suivant a lieu.

Théoréme 3.1. Soit E un R-espace vectoriel. Toute forme bilinéaire sur E s’écrit
comme somme d’une forme bilinéaire symétrique et d’une forme bilinéaire anti-
symétrique.
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Démonstration. Soit B : E x E — R une forme bilinéaire sur £. On pose

By(e,y) = 5 (B(a,y) + Bly,2)) et Ba(w,y) = 5 (Bla,y) - Bly, )

pour tous z,y € E. On vérifie facilement que B, et B, sont deux formes bilinéaires
sur E. On vérifie tout aussi facilement que By est symétrique et que B, est an-
tisymétrique. Toujours sans aucune difficulté, on vérifie pour finir que B(z,y) =
Bs(z,y) + Ba(x,y) pour tous z,y. Le théoreme est démontré. O

4. CHANGEMENT DE BASE

Le théoréeme qui suit répond a la question du changement de matrice de représentation
par changement de base.

Théoréme 4.1. Soient E un R-espace vectoriel de dimension finien, B = (e1,...,ey)
et B=(é1,...,6€,) deux bases de E, et B: E x E — R une forme bilinéaire sur E.
Soit P = My_, 5 la matrice de passage de B a B. Alors

Mp(B) = 'PMs(B)P
ot Mpg(B) est la matrice de B dans la base B, et Mgz(B) est la matrice de B dans
la base B.

Démonstration. Etant donné x € E, soient Vg(x) et V() les matrices colonnes
composées respectivement des coordonnées de z dans B et des coordonnées de x
dans B. Pour z et y deux vecteurs quelconques de E, on a

B(z,y) = "Vi(x)Mp(B)Vs(y) ,
et
B(x,y) = "Vg(z)Mz(B)Vg(y) -
De plus, Vg(z) = PViz(x), et Va(y) = PVjz(y). On peut ainsi écrire que
B(z,y) = "Vs(x)Ms(B)Vs(y)
= "Vi(2)("PMp(B)P)V5(y)
= "Vs(2)Mz(B)V5(y) -
Puisque x et y sont quelconques, cela impose
Mg(B) = "PMg(B)P ,
comme on le voit en prenant successivement des x et y de coordonnées dans B des

n-uplets du type (0,...,0,1,0,...,0). Le théoréme est démontré. O

Exercice: Soit E un R-espace vectoriel de dimension 3, et B = (ey, ez, e3) une base
de E. On note B la forme bilinéaire sur E définie par

1
B(z,y) = z1y1 — T2Y2 + T3y3 — §(m1y2 + 29y1)
7 1
- 5(331293 + x3y1) + §(x2y3 + 23y2)

pour tous x = Zle zie; ety = 23:1 Yi€i.
(1) Ecrire la matrice Mp(B) de B dans 5.

(2) Montrer que les vecteurs é; = ey, € = e + 2ea, et €3 = 3e; — ea + e3 forment
une base B de E. Ecrire la matrice de passage de la base B a la base B.
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(3) Calculer la matrice M3(B) de B dans B.

Solution: (1) La matrice Mp(B) de B dans B est composée des B(e;,e;). On
trouve
1 -1 _z
2 2
1

Mg(B) = —é -
3

— Nl

(2) On a trois vecteurs en dimension 3. Il Sliﬁit donc de montrer que la famille
(€1, €2, €3) est libre. On a

A1€1 + Agéa + A3é3 =0

< Aer + Aa(er +2e3) + A3(3e; —ea+e3) =0

< (A1 + A2 +3X3)er + (2X2 — Az)ea + Azes =0
et puisque (e1, es, e3) est une base, on doit avoir que

AM+A+323=0

2)\2 — )\3 =0

/\3 =0
En remontant de systeme de la derniere équation a la premiere, on trouve que
A1 = A2 = A3 = 0. La famille (é1,é2,€3) est donc libre, et puisque E est de
dimension 3, il s’agit d’une base de E. Les colonnes de la matrice de passage de la

base B & la base B sont constituées des coordonnées dans B des vecteurs de B. Si
P = Mj_, 5 est cette matrice de passage, on a donc

1 1 3
P=10 2 -1
0 0 1
(8) Par formule de changement de base Mz(B) = *PMpg(B)P. On calcule
1 -1 g 11 3
Mp(B)P = —% -1 1 0 2 —1
1
“r1 1) \o o 1
1 0 0
1 5
=(-5 -5 0
I
2 2
On a
1 0
tp=11 2 0
3 -1 1
Par suite

1 0 0 1 0 0
=1 2 o||-% -3 o
- A B
3 -1 1 £ -2 -10
1 0 0
=0 -5 0
0 0 -10
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5. DUALITE

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. Le dual de E, noté E*, est par
définition l'espace L(E,R) des formes linéaires sur F.

Théoréme 5.1. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n, et soit (eq, ..., e,)
une base de E. Pouri=1,...,n, on définit les éléments e} € E* par:

e; (ej) = bi;
pour tout j = 1,...,n, ot les §;; sont les symboles de Kroenecker. La famille
(ex,...,ek) est alors une base de E*, dite base duale de la base (e1,...,e,). En

particulier, £ et E* ont méme dimension.

Proof. 1l suffit de montrer que la famille (e, ..., e%) est a la fois libre et génératrice
dans E*. On montre tout d’abord que la famille est libre. Supposons que pour des
réels A\1,..., An,

A€} 4+ Anel, =0

Alors pour tout ¢ =1,...,n,
Areri(e) + -+ Aper(e;) =0,
ce qui donne que \; = 0 pour tout i = 1,...,n puisque €} (e;) = d;;. La famille est

donc bien libre. On vérifie par ailleurs que la famille est génératrice en remarquant
que pour tout f € E*,

F=Y " flees .
=1

Le membre de gauche et le membre de droite de cette identité sont en effet deux

applications linéaires qui coincident sur la base (e, ..., e,), et si deux applications
linéaires coincident sur une méme base, alors elles sont identiquement égales. Le
théoreme est démontré. [

Le théoréme qui suit aborde la question du bi-dual E** = (E*)* de E.

Théoréme 5.2. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. Alors E**
s’assimile naturellement a E au sens ou il existe un isomorphisme naturel de E
dans E**. Cet isomorphisme ® est défini par: pour tout x € E, ®(z) est I’élément
de E** = L(E*,R) défini par la relation ®(z).(f) = f(x) pour tout f € E*.

Démonstration. 1l suit du théoreme précédent que £** a méme dimension que E*,
qui a & son tour méme dimension que E. Donc F et E** ont mémes dimensions.
Pour montrer que ® : £ — E** est un isomorphisme de E sur E** il nous suffit
donc de montrer que ® est injective (on passe sur le fait que ® est bien linéaire,

ce qui est immédiat). Notons B = (ey,...,e,) une base de F, et soit (ef,...,e})
sa base duale. Si x = ), w;e; est tel que ®(x) = 0, alors ®(x).(e}) = 0 pour tout
i=1,...,n. Donc ef(x) =0 pour tout i = 1,...,n. Or ef(z) = z;, de sorte que si
®(x) =0, alors z = 0. D’ou le théoreme. O
On peut se poser la question de 'antédualité: étant donnée une base (11, ...,7,)
de E*, provient-elle d’une base (ey,...,e,) de E avec ef = n; pour tout ¢ 7 Le
résultat suivant répond par 'affirmative & cette question.
Théoréme 5.3. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finien. Soit (n1,...,m,)
une base de E*. Il existe une base (e1,...,e,) de E qui est telle que ef = n; pour

tout 1.
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Démonstration. Soit @ : E — E** 'isomorphisme canonique du théoreme précédent.
Soit (n7,...,n:) la base duale de E** obtenue a partir de (11,...,7,). On pose
e; = @7 1(nf), i =1,...,n. Comme ® est un isomorphisme, (e1,...,e,) est une
base de E. On a ®(e;) = nf pour tout ¢ et donc, pour tous 4,5 = 1,...,n,
®(e;).(nj) = nf(n;) = di; ou les d;; sont les symboles de Kroenecker (vérifiant
donc que §;; = 1sii = j et 0 sinon). Or ®(e;).(n;) = n;(e;) et donc, n; = e} pour
tout j. C’est exactement ce que ’on voulait démontrer. (I

6. RANC D’UNE FORME BILINEAIRE

Soient FF un R-espace vectoriel, et B : E x E — R une forme bilinéaire sur FE.
On note By et By les applications de E dans E* définies par: pour tout z € F,
B (x) est défini par
et, pour tout y € F, Ba(y) est défini par

Bs(y).(z) = B(z,y) , Ve € E .

On vérifie facilement que B; et By sont linéaires, ce que ’on peut encore écrire sous
la forme By € L(E,E*) et By € L(E, E*).

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, B = (ey,...,e,) une base de F
et B = (ef,...,e}) la base duale de B. Soit n € E*, et soient ny,...,7n, les
coordonnées de n dans B*. On a alors 'égalité n = Z?zl nje;, et on obtient que
n(ei) = n; pour tout i (puisque € (e;) = d;;). Les coordonnées d’'une forme 7 dans
la base duale B* sont les n; = n(e;). On démontre la proposition suivante.

Proposition 6.1. Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie, B une base

de E, et B: E x E — R une forme bilinéaire sur E. Les trois quantités r1,r,73
définies par:

(i) 1 vaut le rang de By, application linéaire de E dans E*,
(#) ro vaut le rang de B, application linéaire de E dans E*, et
(#3) r3 vaut le rang de la matrice de B dans B,

sont en fait égales.

Démonstration. Notons B* la base duale de B, et Mg(B) la matrice de B dans B.
On vérifie facilement que
Mpps+(By) = "Mg(B) ,

o Mpp«(B1) est la matrice de représentation de B; dans les bases B et B*. En
effet, les coordonnées de B (e;) dans B* sont (cf. ci-dessus) les By (e;).(e;), a savoir
exactement les B;;. De la méme fagon, on vérifie facilement que

Mpgp+(B2) = Mg(B) ,

ou Mpp+(B2) est la matrice de représentation de By dans les bases B et B*. En
remarquant que les rangs d’une matrice et de sa transposée sont égaux (c’est évident
avec la définition du rang via le déterminant des sous matrices), on obtient la
proposition avec ce qui a été dit au chapitre précédent sur les rangs d’une application
linéaire et de ses matrices de représentations. ([

Gréce a cette proposition on peut définir le rang d’une forme bilinéaire.
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Définition 6.1. Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie, B une base de
E, et B: E x E — R une forme bilinéaire sur E. Le rang de B, noté Rg(B), est
l'une des trois quantités équivalentes de la proposition précédente. Il ne dépend pas
du choiz de la base B.

C’est souvent (iii) qui est utilisé dans la pratique. Attention pour montrer qu’une
matrice n X n est de rang p < n il ne suffit pas de trouver une sous matrice carrée
d’ordre p inversible, il faut aussi montrer que toutes les sous matrices carrées d’ordre
q > p ne le sont pas.

7. FORMES BILINEAIRES ET FORMES QUADRATIQUES
On commence par la définition des formes quadratiques.

Définition 7.1. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. Une forme
quadratique sur E est une application @ : E — R qui s’exprime, dans chaque base
de E, sous la forme d’un polynéme homogene de degré 2 des variables coordonnées.

En d’autres termes, @ : E — R est une forme quadratique si, pour toute base B
de F, il existe des réels a;;, ¢ < j, tels que

n
Qx) = aywix; , (*)
ij=1
i<

ou n est la dimension de F, et les z; sont les coordonnées de z dans B. On vérifie
facilement que si (%) est vérifiée dans une base B, elle l'est aussi (avec des a;;

différents !) dans toute autre base B de E. En effet, 'expression de coordonnées
Z; dans une base, en fonction des coordonnées x; dans une autre base, est linéaire.

Exercice: Soit E de dimension 2, B = (e}, e2) une base de E et B = (&1, ;) une
autre base de E. On note (z1, z3) les coordonnées d’un vecteur X dans B et (Z1, Z2)
les coordonnées de X dans B. On suppose que €; = ey + 2e;5 et €5 = 3eq + es.

(1) Exprimer x; et 2o en fonction de Z; et Zs.
(2) Soit @ la forme quadratique donnée dans B par
Q(X) = 2% + 6119 — 23 .
Donner I'expression de @) dans B.

Solution: @) est bien une forme quadratique car elle s’exprime sous la forme d’un
polyndéme homogene de degré 2 des variables coordonnées x1,x2. Dans B, a;; = 2,
a9 = 6 et ao9 = —1.

(1) On a
X =161 + To269
= T1(e1 + 2e3) + T2(3e1 + €2)
= (¥1 4+ 3Z2)e1 + (271 + T2)en
=x1€e1 + Ta€a .
Donc

I2:2f1+i‘2 .

{961 =1+ 322
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(2) On a donc
Q(X) = 222 + 62175 — 23
= 2(F1 + 3%9)% + 6(1 + 3%2) (221 + To) — (281 + T2)?
= 2(Z7 + 973 + 62179) + 6(227 + 333 + Ti1d0)
— (433 4+ T3 + 471 79)
=(2+12 - 473 4+ (12 + 42 — ) 7170 + (18 + 18 — 1)73
= 1037 + 503, &2 + 3573 .
La forme quadratique @ qui était un polynéme homogene de degré 2 des variables
coordonnées dans B est encore un polynéme homogene de degré 2 des variables co-
ordonnées dans B. Par contre, bien sur, les coeflicients changent. On a maintenant,
dans 87 (~111 = 10, &12 =50et d22 = 35. O
Le théoréme qui suit établit le lien entre formes quadratiques et formes bilinéaires
symétriques.
Théoréme 7.1. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. Une fonction
Q@ : E — R est une forme quadratique sur E si et seulement si:

(i) VA€ R, Vo € E, Q(\z) = \?Q(x), et

(i) Vapplication B : E x E — R définie par
B(z,y) = 5(Q(z +y) - Q(z) — Q(y))

est bilinéaire sur E.

Dans ce cas, B est symétrique, on a B(x,x) = Q(z) pour tout x, et on dit que B
est la forme bilinéaire associée a Q (encore appelée forme polaire de Q).

Un modele de forme quadratique est @ : R — R donnée par Q(x) = z2. La
forme bilinéaire associée est B : R x R — R donnée par B(z,y) = zy. L’identité de
(ii) est Iidentité remarquable

1
vy =5 ((@+y)? -2’ =y .

Une identité comme (ii) nous dit que l’on connait tous les doubles produits dés lors
que 'on connait tous les carrés.

Démonstration du théoréme. Si @ est une forme quadratique, (i) est bien évidemment
vérifiée. Par ailleurs, si B est une base de F, et si @ s’écrit dans B sous la forme
(%), alors le B donné par (ii) vaut

1 1 ¢ 1<
B(z,y) = 3 Z aij(@i + yi)(z; +y;) — BY Z @ijTilj — 5 Z @ijYiY;

i,j=1 i,j=1 i,j=1

1<j 1<j 1<j
n n
1 1
=3 E aijTiY; + 5 E aijT;Y;
2 2
ii=1 ii=1
1<j 1<j

ou les z; et y; sont les coordonnées de z et y dans B. Il suit que (ii) est elle aussi
vérifiée, a savoir que B est bien bilinéaire, si () est quadratique. Réciproquement,
supposons que (i) et (ii) soient vérifiées. En écrivant que

B(z,z) = %(Q(Z:c) - QQ(m)) ,
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et en utilisant (i), on voit que Q(z) = B(x,z). Etant donnée une base B de E,
composée de vecteurs e;, et puisque B est bilinéaire, il existe des B;; = B(e;, ;)
tels que

,J
ou les x; et y; sont les coordonnées de x et y dans B. Il s’ensuit que

Qx) = Z Bijxixy

ij=1

n
= E Qi T;T 5
ij=1
i<j
pour des a;; convenables obtenus en regroupant les B;; avec les Bj; pour ¢ < j.
Cela montre que @ est bien une forme quadratique. Le théoréeme est démontré. [

Avec ce théoréme on obtient une autre définition possible des formes quadra-
tiques.

Théoréme 7.2. Une application @ : E — R est une forme quadratique sur E s’il
existe une forme bilinéaire symétrique B sur E pour laquelle Q(x) = B(x,x) pour
tout x € E. Dans ce cas B est la forme polaire associée a Q.

Démonstration du théoréme. Soit donc B bilinéaire symétrique et ) définie par
Q(z) = B(z, ) pour tout . Comme B est bilinéaire,
Q(\z) = B(Az,\z) = AB(x, \x) = \’B(z, z) = \2Q(z)
pour tout A € R et tout z € E. De plus, pour tous z,y € F,
Qlz+y) - Qr) —Qy) = Bz +y,2 +y) — B(x,z) — B(y,y)
= B(xz,z) + B(x,y) + B(y,z) + B(y,y) — B(z,z) — B(y,y)
= B(z,y) + B(y, z)
=2B(z,y)
et donc, en raison du Théoreme 7.1 , @) est une forme quadratique et B est sa forme

polaire associée. O

Indépendamment, de la preuve du Théoréme 7.1 ci-dessus on tire le lemme tres
pratique suivant.

Lemme 7.1. Soit E de dimension n et B une base de E. Soit QQ une forme
quadratique sur EE dont l’expression dans B est

n
Q(,T) == E Qi ;L5 .
i,j=1
1<j
Les coefficients B;; de la forme bilinéaire symétrique associée a () sont alors donnés

par Bij = % sii < j, Bi; = ai; pour tout i et Bi; = %* sii > j.

Exercice: Soit E de dimension 2, B = (e1,e2) une base de E. On note (x1, 23) les
coordonnées d’un vecteur X dans B. Soit () la forme quadratique donnée dans B
par

Q(z) = 227 + 62172 — 73 .
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Donner I'expression dans B de la forme bilinéaire symétrique B associée a Q.
Solution: Ici aj; =2, a12 =6 et ags = —1. On a donc B1; =2, B1o =3, By1 =3
et BQQ =—1.

Pour rappel, on vérifie facilement qu’une forme bilinéaire B sur E est symétrique
si et seulement si, pour toute base de F, sa matrice dans cette base est symétrique.

Définition 7.2. Soit E un R-espace vectoriel et Q une forme quadratique sur E.
Soit B la forme bilinéaire symétrique associée a Q). Les vecteurs x € E qui vérifient
que Q(x) =0 (donec B(x,xz) = 0) sont dits isotropes (sous entendu pour Q ou pour
B). L’ensemble C des vecteurs isotropes est appelé le cone isotrope. Le noyau de
Q est ensemble des x € E pour lesquels B(x,y) = 0 pour tout y € E. On le note

Ker(Q).

On parle de cone car si x € C alors, pour tout A € R, Az € C. Soient par exemple
FE de dimension 2, B une base de E et @ la forme quadratique donnée dans B par
Q(x) = 23 + 2x175 — 325 .
On a
Q(z) = (x1 + x2)? — 4a
et on voit donc que le codne isotrope C est constitué des (1, x2) qui sont tels que
(x1 + w2)? = 422, Soit donc z1 + z2 = 25 ou 1 + T2 = —2x5 et on trouve donc
que
C={(z1,22) / x1 = x2 Ou &1 = —3x2} .
La forme bilinéaire symétrique associée est donnée par
B(z,y) = 1y1 + T1y2 + T2y1 — 3T2Y2
= (21 +22)y1 + (1 — 322)Y2 .
On a donc B(z,y) = 0 pour tout y si et seulement si 1 + o = 0 et 1 — 3z2 = 0.

On trouve alors z1 = z2 = 0. Et donc Ker(Q) = {0}.

Pour finir, le rang d’une forme quadratique se définit comme étant le rang de la
forme bilinéaire symétrique qui lui est associée.

Définition 7.3. Si Q est une forme quadratique sur un R-espace vectoriel de di-
mension finie, on appelle rang de Q) le rang de la forme bilinéaire symétrique qui
lui est associée.

8. ORTHOGONALITE

On aborde maintenant I’orthogonalité relative a une forme bilinéaire donnée. Elle
differe de 'orthogonalité classique, notamment en raison de la possible présence de
vecteurs isotropes.

Définition 8.1. Soit E un R-espace vectoriel et B une forme bilinéaire symétrique
sur E. On dit que deux vecteurs x et y de E sont B-orthogonauz si B(xz,y) = 0.
Si A est un sous ensemble de E, le B-orthogonal de A, noté A2, est défini par

Ale ={y€eE /Vze A By =0}.

En d’autres termes, A-2 est ’ensemble des vecteurs de E qui sont B-orthogonaux
a tous les vecteurs de A.
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On vérifie facilement que pour tout sous ensemble A de E, A5 est un sous
espace vectoriel de E.

Lemme 8.1. Soit E un R-espace vectoriel et B une forme bilinéaire symétrique
sur E. Soit FF C E un sous espace vectoriel de E. Si tous les vecteurs de F sont
isotropes, alors B =0 sur F x F.

Démonstration. Soient z,y € F. Si F est un espace vectoriel, z +y € F. On a
alors Q(z) =0, Q(y) = 0 et Q(z + y) = 0 ot Q est la forme quadratique associée
a B. Avec le Théoréme 7.1 on obtient alors que B(z,y) = 0. Comme z et y sont
quelconques, B = 0 sur F x F'. O

On pourra vérifier que les relations suivantes sont vraies:
(i) VAC BCE, B+2 C Atz
(ii) VA,BC E, (AUB)ts = Als nBis,
(iii) VA,B C E, Ats + Bts C (AN B)*=,
(iv) VAC E, AtB = Vect(A)*E, et
(V)VAC E, AcC (Als)ts,
Les notions de B-orthogonalité et de bases donnent lieu a la définition suivante.

Définition 8.2. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie, (ei,...,e,)
une base de E, et B une forme bilinéaire symétrique sur E. On dit que la base
(e1,...,ey) est B-othogonale si pour tousi # j € {1,...,n}, B(e;,e;) = 0. La base
est dite B-orthonormale si pour tous i,j € {1,...,n}, B(e;,e;) = d;j, ou les §;;
sont les symboles de Kroenecker.

Une base B-orthonormale est une base B-orthogonale pour laquelle on a en plus
que B(e;,e;) = 1 pour tout 4. Attention, en raison de la possibilité d’avoir des
vecteurs isotropes parmi les e; on ne peut pas passer d’une famille orthogonale a
une famille orthonormale en divisant par les B(e;,e;). Imaginons le cas extréme
B = 0. Alors toute base est B-orthogonale, mais aucune n’est B-orthonormale.

Théoréme 8.1. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. Pour toute forme
bilinéaire symétrique B sur E, il existe une base de FE qui est B-orthogonale.

Démonstration. Soit n la dimension de E. On démontre le théoréme par récurrence
sur n. Sin = 1, le théoreme est trivialement vrai. On suppose maintenant que pour
tout R-espace vectoriel de dimension n, et toute forme bilinéaire symétrique B sur
cet espace, il existe une base de I’espace qui soit B-orthogonale. On considere alors
FE un R-espace vectoriel de dimension n + 1, et B une forme bilinéaire symétrique
sur E. On veut montrer que E posséde une base B-orthogonale. Sans perdre en
généralité, on pourra supposer que B n’est pas la forme bilinéaire nulle (auquel
cas le résultat est vrai, toute base de E étant B-orthogonale). Si B n’est pas
identiquement nulle, il existe un vecteur e, 11 de E pour lequel Q(e,+1) # 0, ou Q
est la forme quadratique associée a B. En effet, si Q = 0 alors B = 0. On note F'
le sous espace vectoriel (la droite vectorielle) de E de base e, 11, et on note F-2 le
B-orthogonal de F'. Alors

e ={z € E / Blepy1,2) =0},
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de sorte que F*2 = KerB(e,y1,-), out B(eny1,-) est la forme linéaire sur E qui &
x associe B(en41,2). Cette forme linéaire est surjective, puisque non nulle, et donc
de rang 1. Il suit du théoreme du rang que son noyau est de dimension n, et donc
que F15 est de dimension n. On vérifie facilement que F'N F+2 = {0}. En effet,
siz € FNFL2, alors x € F entraine que = e, 41, tandis que x € F et x € F15
entrainent que x doit étre B-orthogonal & lui-méme, et donc que B(z,z) = 0. Or
B(Xeni1,Ment1) = A2B(eny1,ens1) de sorte que nécessairement A = 0, et donc
x = 0 (puisque Q(en+1) = B(ent1,ent1) # 0). Comme dimF = 1, dimF+2 = n,
dimE =n+ 1, et F N F+2 = {0}, on a que

E=F@Fts.

Par hypothese de récurrence, il existe une base (e, ...,e,) de F12 qui est B-
orthogonale. Puisque E = F@® F2, (e1,...,e,.1) est une base de E. Par ailleurs,
cette base est B-orthogonale puisque e,+1 € F et les e;, + = 1,...,n, sont dans
F15. On a donc montré que si la propriété d’existence d’une base B-orthogonale
est vraie en dimension n, alors elle ’est aussi en dimension n + 1. Cela démontre
le théoreme par récurrence. ([

9. LE THEOREME DE SYLVESTER

Le théoreme de Sylvetser est un théoréme de classification des formes quadra-
tiques. Une forme quadratique est ainsi (quand on la lit convenablement) toujours
une somme/différence de carrés.

Théoreme 9.1 (Loi d’inertie de Sylvester). Soit E un R-espace vectoriel de di-
mension finie n, et Q une forme quadratique de rang r sur E. I existe alors un
entier p < r, et une base B de E, de sorte que, pour tout x € E de coordonnées
(x1,...,2,) dans B,

Q) = a4+ ad =l = a?
De plus, p ne dépend que de Q) et pas de B au sens ou s’il existe une autre base
B de E, et un entier p < r, tels que pour tout x € E de coordonnées (Z1,...,T,)
dans B,

Qe) =334+ 4 T — By = B2

alors, nécessairement, p = p.

En d’autres termes, pour toute forme quadratique sur un R-espace vectoriel F
de dimension finie, il existe une base B de F dans laquelle () s’écrit sous la forme

_ 2 2
Qx) = E €Ty — E €T
sur certains 4 sur d’autres i

et le nombre de carrés en positif et le nombre de carrés en négatif ne dépendent
que de @ et pas de B. En ce qui concerne la terminologie, I’entier p du théoréeme
permet de définir ce que 'on appelle la signature de Q.

Définition 9.1. Une forme quadratique @ est dite de signature (p,q) si p+q =
Rg(Q), et s’il existe une base B de E dans laquelle

Q(x):x%+.+x§_xz+1_.._x$ .

La signature est indépendante de la base.
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On démontre maintenant le théoreme de Sylvester. Il s’agit essentiellement de
la voir comme une conséquence de I'existence des bases orthogonales.

Démonstration. (1) On montre pour commencer qu'’il existe un entier p < r et une

base de E de sorte que, dans cette base, () s’écrive comme dans le théoréme de

Sylvester. Pour cela, on note B la forme bilinéaire associée a @, et on considere

B = (ey,...,e,) une base B-orthogonale de E. La matrice de B dans B est alors

diagonale, puisque B(e;,ej) = 0 si i # j. Notons A\; = Q(e;), i = 1,...,n, les

termes sur la diagonale de la matrice Mp(B) de B dans B. Il est clair que
Rg(Mp(B)) = Nombre de A; non nuls .

Si on note r = Rg(B), et quitte & permuter les vecteurs e;, on peut supposer que
Ai#Z0sit<r,et \;=0sii=r+1,...,n. Sizxapour coordonnées (z1,...,x,)
dans B, on a que

Qz) = zr: Niz?
i=1

Soit p le nombe de \; strictement positifs. Toujours quitte a permutter les e;, on
peut supposer que

A >0s11<i<p,
Ai<O0sip+1<i<r.
On pose

i =V sil<i<p,
wi=vV-XNsip+1<i<r.

et on pose ensuite

- 1 . .
e =—e;sil<i<r,
122

e =esir+1<i:<n.

Alors B = (é1,...,¢,) est une base B-orthogonale de E, ce qui se vérifie facilement
en se souvenant que B l'est. Par suite, si « a pour coordonnées (Z1,...,T,) dans
5’7 alors,
,
Q)= 7~ ) &
i=1 i=p+1

puisque Q(&;) =1si1 <i<p,et Q(&)=—-1sip+1<i<r. Cela démontre la
premiere partie du théoreme de Sylvester.

(2) On démontre maintenant la seconde partie du théoréme de Sylvester. On sup-

pose qu'il existe deux entiers p, p, et deux bases B = (e1,...,e,) et B= (1,...,€n)
de F tels que, dans B et dans B,
Q) = o4 0 =y oo
et
Q) =3 + - +&; — T3y — - — Tp
On note
E, le sous espace vectoriel de E de base (e1,...,ep),

E, le sous espace vectoriel de E de base (ept1,...,€n),
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E; le sous espace vectoriel de E de base (€1, ..., €5),
F, le sous espace vectoriel de E de base (€541, ---+En).
On a clairement que
Q(z) > 0si z € E1\{0},
Q(z) <0siz e Ey,
Q(x) > 0si z € E1\{0},
Q(z) <0sixe Ey.
On en déduit que . .
EiNEy;={0} et EiNEy;={0},
de sorte que, par propriété de la dimension d’une somme directe,
dimFE, + dimEg <n et dimEl +dimEy <n .

La premiere de ces deux inégalités entraine que p < p. La seconde entraine que
p < p. On en déduit que p = p. La seconde partie du théoreme de Sylvester est
démontrée. (]

Un corollaire au théoreme de Sylvester est le suivant.

Corollaire 9.1. Si Q1 et Q2 sont deuxr formes quadratiques sur un R-espace
vectoriel de dimension finie, et si Q1 et Q2 ont méme signature, alors il existe
® € End(E) un isomorphisme de E tel que Q(x) = Q1(®(x)) pour tout x € E.
Réciproquement, s’il existe une isomorphisme ® de E tel que Qa(x) = Ql(q)(x))
pour tout x € E, alors Q1 et Q2 ont méme signature.

Démonstration. Si Q1 et Q2 ont méme signature (p,q), il existe, en vertue du

théoreme de Sylvester, deux bases B = (e1,...,e,) et B = (é1,...,é,) de E telles
que, dans ces bases,

Qi) =ai+--+ap—ap g —--—al,
Q@) =F]+ - +i)— T — - — T

Soit ® I'isomorphisme de E qui envoie €; sur e;. Alors pour tout = = ZZ T;€; dans
E

Cela démontre la premiere partie du corollaire. Réciproquement, on considere @1 et

Q2 deux formes quadratiques sur F, et ® un isomorphisme de E tels que Qa(z) =

Q1 ((D(a:)) pour tout x € E. Soit (p,q) la signature de Q5. Soit de plus B =

(é1,...,€,) une base de E telle que, dans cette base,
Qz(x):@%4_...4_5;12)_55127“_..._55? )

On note B la base de E formée des e; = ®(€;). C’est bien une base puisque (cf. les

cours précédents) les isomorphismes envoient les bases sur des bases. On a alors

Q1(Z zie;) = Ql(q’(z :€;))
=Q2 (Z ;)

_ .2 2 2
_x1+...+xp_xp+1_..._xr.
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On en déduit que, dans B, )1 s’écrit sous la forme
Ql(x):x?+.+x12)_x12)+l_.._x2 ,

et donc que @1 est aussi de signature (p,q). Cela démontre la seconde partie du

corollaire. [

Deux formes quadratiques Q)7 et Q2 sur un R-espace vectoriel E sont dites
équivalentes 8’1l existe un isomorphisme ® € End(E) de E qui est tel que Qa(z) =
Q1 (@(m)) pour tout « € E. Une formulation équivalente du corollaire est que: deux
formes quadratiques sur un R-espace vectoriel de dimension finie sont équivalentes
si et seulement si elles ont méme signature.

Remarque 9.1. Une remarque bien pratique est la suivante. Supposons que dans
une base B une forme quadratique Q s’écrive

Q(z) = a12? +--- + apr, — apﬂxf,ﬂ — e —aa?
avec a1 > 0,...,a, > 0. La signature de Q est alors (p,q) ot q est tel que p+q =
r, autrement dit la méme que s’il n’y avait pas les a;. Pour le voir il suffit de

considérer la base B = (\/%617 cee \/%eherﬂ, ...yen). On a alors &1 = /a1y,
-
ey Tp = £\/A1Tp, Tpp1 = Tpiy1,---,Tn = Ty. Dans cette base on a alors que
_ =2 =2 =2 ~2
Q(Q?)—$1+"'+$p—$p+1—"'—$r

et la signature de Q) est donc bien comme annoncée. Plus généralement, si dans
une base B une forme quadratique Q s’écrit

Q) = Zn: a;w}
i=1

alors la signature (p,q) de Q est donnée par p = nombre de a; strictements positifs
et ¢ = nombre de a; strictements négatifs. Le rang est r = p+q. Méme analyse que
ci-dessus mais il faut en plus pérmuter les coordonnées pour mettre les strictement
postifs en premiers, suivis des strictements négatifs, suivis des nuls.

Exercice : Soit @ : R? — R I'application définie par
Q(z1, 0, x3) = 22 + 22 — 53:% 4 2913 — 22123 — 62129
(1) Pourquoi Q est-elle une forme quadratique ?

(2) Quelle est la forme bilinéaire symétrique B associée a @ 7 Quelle est la matrice
M de B dans la base canonique de R3 ?

(3) Décomposer @ en sommes et différences de carrés de fagon a écrire @) sous la
forme @Q = Q o ® ou @ est une forme quadratique facile & manipuler et ® est un
isomorphisme de R3.

(4) Quelle est la signature de @ ?

(5) Caractériser les vecteurs isotropes de @, a savoir les vecteurs z pour lesquels
Q(z) = 0.

Solution: (1) @ est une forme quadratique car @ est un polynéme homogene de
degré 2 des variables coordonnées (dans la base canonique de R?).
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(2) On écrit

Q(X) = 23 + 23 — 52 + 2w9w3 — 2123 — 67179

= 22 + 235 — 525 + (vox3 + T372)
- (Illﬂg + Igﬂcl) - 3($1$2 + 11721‘1) .

On en déduit que

B(X,Y) = x1y1 + x2y2 — 5x3y3 + (22y3 + 23Y2)

— (z1y3 + x3y1) — 3(T1Y2 + T201)
La matrice de B dans la base canonique de R3 est la matrice des a;j. Elle est
donnée par
1 -3 -1
M=1-3 1 1
-1 1 =5

(3) On rappelle que

QX) = x% + x% — 5x§ + 2wox3 — 2x123 — 62129
On essaye d’éliminer x; de I’équation. On remarque que

(x1 — 23 — 3:02)2 = xf + :vg + 9%%72X1X3 — 6X1X2 + 6x013
On peut donc écrire que
Q(X) = (z1 — 3 — 3w2)* — (3 + 923 + 6x2x3) + 23 — 53 + 2013
= (1'1 - 31’2 - 1'3)2 - 8SU§ - 6$§ — 4£C2CE3
On élimine maintenant xs des trois termes 8z2 + 62 4+ 4zoxs. On écrit pour cela
2 3 p

que

2 2 1N 1L,
8x5 + 625 + dwows =8 22 + Vi) B
Par suite

2
X) = 1 11
Q(X) = (21 — 3wz — 13)* — 8 (mz + 4x3> 2 73

Soit @ la forme quadratique

~ 11
Qx) =t 53 -
et soit ® : R? — R3 I’endomorphisme de R?® donné par

1
O(1, 29, 23) = (xl —3ry — 13,12 + 4503,963) .

Alors R

Q(X) = Q(2(X))
pour tout X € R3. 1l reste & montrer que ® est un isomorphisme. Si on note B la
base canonique de R3, alors

1 -3 -1
Mpp(®) =10 1 %
0 0 1

Cette matrice est triangulaire supérieure. Son déterminant vaut (cf. cours précédents)
det(M) = 1. Donc M est inversible (1 # 0) et donc ® est un isomorphisme de R3.
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(4) Comme ® est un isomorphisme, Q et Q sont équivalentes. Par suite elles ont
méme signature. La signature de @ (cf. la remarque ci-dessus) est (1,2). La
signature de @ est donc aussi (1,2).

(5) Les vecteurs isotropes de Q sont facilement caractérisables. Il s’agit du cone C
de R? donné par

R 11
C= {X de coordonnés x1, 29, z3 dans B tels que 823 + ?scg = x%}

Si on note Z Pensemble des vecteurs isotropes de Q, puisque Q@ = Q o ®, on voit
que
QX)=0<d(X)eC
et on récupere donc, puisque ® est un isomorphisme, que
=310

Cette relation caractérise les vecteurs isotropes de Q.

Exercice : Soit Q : R* — R I'application définie par
Q(x1, 2,13, 04) = o3 + 2235 + 23 + 227 + 20119 — 22123 + 4w174 + 22024 — ST374 .
Déterminer la signature de Q.

Solution: On utilisait les dévelopements de (a + b + ¢)? et (a + b)? en dimension
3. On va ici utiliser les développements de (a +b+c+d)?, (a+b+c)? et (a+b)2.
Pour X = (1,22, 3, 24) on écrit
QX) = xf + 2x§ + x% + 23:2 + 2x1Xg — 2X1X3 + 4X1X4 + 27274 — 8T374
= (x1 +x2 —x3+ 2X4)2 - Xg - xg — 4xﬁ + 2XoX3 — 4XoXy + 4X3X4
+ 23:% + x% + in + 22914 — 81374
=(r1+22— a3+ 2:104)2 + xg — in + 2XoX3 — 2X2X4 — 4374
= (21 + 22 — 3 + 224)% + (X2 + X3 — X4)?

— 222 — da3y

2 2
— X3 — X3 + 2Xx3X4

= (z1 + w3 — 23+ 224)* + (22 + 73 — 14)* — X3 — 327 — 2x3%4
= (z1 + oy — 23+ 224)% + (20 + 23 — 4)% — (23 + 24)% — 227 .
Soit @ la forme quadratique
Q(X) = a1 + a3 — a3 — 2u%
et soit ® : R* — R* I’endomorphisme de R* donné par
O(z1, 2,23, T4) = (X1 + T2 — T3 + 204, To + T3 — T4, T3 + T4, T4) .

Alors Q(X) = Q (®(X)) pour tout X € R*. La matrice de ® dans la base canonique
de R* est triangulaire supérieure & diagonale composée de 1. Son déterminant vaut
donc 1 # 0 et ® est ainsi un isomorphisme. Donc Q et Q sont équivalentes. Elles
ont donc méme signature. La signature de Q vaut (2,2). La signature de @ vaut
donc elle aussi (2, 2).
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CHAPITRE 2
ESPACES PREHILBERTIENS

Un espace préhilbertien est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire. Les
premieres définitions sont données dans la section qui suit.

10. NORMES ET PRODUITS SCALAIRES.

Soit F un R-espace vectoriel. On distingue deux structures sur E: celle donnée
par une norme et celle donnée par un produit scalaire:

(1) N: E — RT est une norme sur F si:
(Nl)Ve e E, N(z) =0z =0,
(N2) VA € R, Vz € E, N(\z) = [A|N(z),
(N3) Va,y € E, N(z +y) < N(z) + N(y).

(2) B: E x E — R est un produit scalaire sur F si:
(S1) B est bilinéaire symétrique,
(S2) Vz € E, B(z,z) > 0,
(S3) Ve € E, B(z,z) =0z =0.

On se réfere & la propriété (N3) sous les termes d’inégalité triangulaire. Une forme
bilinéaire symétrique B qui vérifie (S2) et (S3) est dite définie positive.

Définition 10.1. Un espace préhilbertien est un espace vectoriel E muni d’un
produit scalaire.

Dans la pratique, ce que l'on fera dans la suite, on note plutot || - || pour une
norme, et (-, -) pour une produit scalaire. Donc N(z) = ||z|| et B(z,y) = (z,y). A
titre d’exemples,

[(x1,...,zn)|1 = et |[(z1,...,2,)|]2 = max |z
1=1,...,n

sont des normes sur R™, tandis que

<(x17~-~737n)7<y17---ayn)> = Zmzyz

est un produit scalaire sur R™. On remarque que

I(z1,...,z0)l = V(@1 ... 20), (21, ..., 20))

de sorte que || - || est la forme quadratique associée & la forme bilinéaire (-, -).

Lemme 10.1. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n et soit B une
forme bilinéaire symétrique sur E. Si Q est la forme quadratique associée, définie
par Q(z) = B(x,x) pour tout x, alors B est un produit scalaire si et seulement si
Q est de signature (n,0).
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Démonstration. Clairement () est positive ou nulle sans vecteurs isotropes autres
que 0 si et seulement si @ est de signature (n,0), car toute autre décomposition
de Cayley-Hamilton va produire soit des vecteurs isotropes non nuls (si le rang
est strictement inférieur & n), soit des valeurs strictement négatives de @ si dans
la signature (p,q) on a ¢ > 1. Donc B est un produit scalaire si et seulement si
p+q=mnet g=0, soit si et seulement si @ est de signature (n,0). |

Les structures de produits scalaires sont plus “fortes” que les structures de
normes (produit scalaire = norme), comme on le verra juste apres l’exercice qui
suit.

Exercice: On note B la forme bilinéaire sur R? définie par
B(z,y) = 2z191 + 3222 — 2(21Y2 + T2y1)

pour tous & = (z1,22) et y = (y1,y2). Montrer que B est un produit scalaire sur
E.

Solution: On vérifie facilement que B est bilinéaire symétrique. Reste a montrer
que B est définie positive. On a

B(z,x) = 22? + 323 — 4129
= 2(1’1 - Iz)2 + x% .
Il s’ensuit que B(z,z) > 0 pour tout = et que B(z,z) = 0 si et seulement si 21 =

et o = 0, et donc si et seulement si 1 = x5 = 0. Donc B est bien définie positive.
Par suite B est un produit scalaire. ([l

A tout produit scalaire est associé une norme qui est la racine carrée de la forme
quadratique associé a la forme bilinéaire symétrique produit scalaire. Le fait qu'un
produit scalaire soit défini positif garantit qu’il n’y a pas de vecteurs isotropes
autres que le vecteur trivial nul.

Théoréme 10.1. Soit E un R-espace vectoriel. A tout produit scalaire {-,-) est
associ€ une norme || - || en posant ||z|| = \/{z,x) pour tout x.

La preuve de ce théoreme passe par la preuve de l'inégalité dite de Cauchy-
Schwarz.

Théoréme 10.2 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Soit E un R-espace vectoriel.
Pour tous x,y € E,

(@, 9)| < ll=ll > Nyl
ot || - || est définie par ||z| = /{(x,x).

A titre de remarque, vous avez déja vue cette inégalité en théorie de 'intégration.
L’espace E = C°([0,1],R) est un R-espace vectoriel (méme si de dimension in-
finie...). La forme bilinéaire symétrique

(f.9) = / F(Dg(t)dt

est un produit scalaire sur E. Sa norme associée est donnée par

1
1]l = / 2yt .
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et on a bien que Vf,g € E,

/ 1 f(t)g(t)dt] < ¢ / 1 f2(t)dt\/ / gt

ce qui illustre I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans ce cas précis.

Démonstration de linégalité de Cauchy-Schwarz. On écrit que pour tout A € R, et
tous z,y € E,
(x+ Ay, z+Ay) >0.
Or
(x 4+ Ay, z+ Ay) = (x+ My, z) + Mo+ Ay, y)

= (z,x) + 2\ (x, y) + Ny, y) .

Par suite, dire que pour tout A € R, (x + Ay, x + \y) > 0, entraine que la fonction
polyndme du second degré en A ci-dessus ne peut avoir 2 racines distinctes, et donc
entraine pour le discriminant A du polynéme du second degré en question que

Il s’ensuit que

(x,9)* < (x,2)(y,y)
et on retrouve l'inégalité de Cauchy-Schwarz. D’ou le théoreme. O

On démontre maintenant le Théoreéme 10.1.

Démonstration du Théoréme 10.1. Etant donné x € E, on pose

[zl = V(@ z) .

Il nous faut montrer que ||.|| vérifie les points (N1), (N2), et (N3) de la définition
des normes. Le point (N1) est automatiquement vérifié dans la mesure ol

(z,2) =0 & =0.
Le point (N2) est aussi vérifié puisque
Az, Az) = Az, x)
=A%z, ) .
Reste donc a montrer 'inégalité triangulaire, a savoir que pour tous z,y € F,
4yl < [lzll + [l -
On écrit ici que
lz +yl* = (z +y,z +y)
= (z,2) + 2(z,y) + ()
= [l + llyll* + 2(z, y)
< Jlell* + llyll* + 2]z |l]lyll (d"aprés Cauchy-Schwarz)
= (ll2ll + llgl)* -

Donc Vz,y € E, ||z +y|| < ||z]| + |ly]|. D’ou le résultat. Le théoréme est démontré.
(]

Plusieurs identités remarquables sont associées a cette notion de produit scalaire.
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Théoréme 10.3 (Identités remarquables). Soit (-,-) un produit scalaire sur un
espace vectoriel réel E, et soit || - || la norme qui lui est associée. Alors,

(1) Vr,y € E, ||z + Z/Hz = ||=||? +£|y|\2 + 2(@“2, Y), ,
(2)Vo,y € B, |z +yl” + = —yI* =2 (=] + ly]1?).
(3) Y,y € B, |z +yl* [z —yl|* = 4z, y) .

En particulier, et d’aprés (1) ou (3), le produit scalaire est entiérement déterminé
par la norme.

Démonstration. On a
|z +yl? = (z +y,2 +y)
= (z,2) + 2(z,y) + (¥, y)
= [l=[” + lyll? + 2(z, v)
d’ou la premiere relation. De cette relation on déduit maintenant que
lz = yll* = llz[* + lly1* — 2(z,y) -
Par suite, en couplant les deux relations que ’on vient de démontrer,

lz +yl* + llz =yl = 2 (Il=1* + llylI*) -

De méme,
lz + yll* = llz = ylI* = 4z, y) -
Dot les relations (2) et (3), et le résultat. O
De (3), on tire que si || - || est une norme sur E, alors || - || provient d’un produit

scalaire si et seulement si 'application

1
(@y) — 7 (le+yl* =z —yl)

est un produit scalaire sur E. On constate assez facilement ici que la seule chose
qu’il y ait & montrer est que cette application est bilinéaire. Si

B:ExE—R

1
(@y) — 7 (le+yll* =z - yll?)
est cette application, il est en effet clair que B(x,z) > 0 pour tout z, et que
B(z,x) = 0 si et seulement si x = 0, puisque pour tout z, B(z,z) = ||z||.
Exercice: Soit M,,(R) 'espace vectoriel des matrices réelles carrées n xn. Montrer
que
(M,N) =tr("MN)

est un produit scalaire sur M,,(R) ol tr représente la trace.
Solution: Notons M = (a;;). Alors "M = (aj;) et

ail e A1n ail e an1

M= L M=
Qan1 [N Apn Alp .- Apn

Si *MM = (b;;) alors, pour tous i, j,

n
bij = E Qoo -
a=1
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Il est clair que (-,-) est une forme bilinéaire. Elle est symétrique car trM = trt M
pour toute matrice carrée M, tandis que

HINM) ='MN
pour toutes matrices carrées M, N de M,,(R). La forme est enfin définie positive
car (cf. ci-dessus)
n n
(M M) =D > ai
=1 =1

de sorte que (M, M) > 0 pour toute matrice carrée M et de sorte que (M, M) =0
si et seulement si M = 0. Donc (-, ) est bien un produit scalaire sur M, (R). O

~.

11. ORTHOGONALITE

On aborde maintenant les notions d’orthogonalité et d’orthonormalité déja ren-
contrées pour les formes bilinéaires quelconques, mais cette fois-ci donc dans le
cadre des produits scalaires pour lesquels il n’y a plus de vecteur isotrope non triv-
ial. Soit F est un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire (-,-). On dit que
deux vecteurs z et y de E sont orthogonaux (sous entendu pour (-, -)) si (z,y) = 0.
Si maintenant X est un sous ensemble de F, on définit 'orthogonal de X (toujours
sous entendu pour (-,-) et que I'on note X*) par

Xl:{yeE/VxeX,<x,y>:0}.

En d’autres termes, X est ’ensemble des vecteurs de E qui sont orthogonaux &
tous les vecteurs de X. On vérifie facilement que pour tout sous ensemble X de F,
X est un sous espace vectoriel de E. De méme, on vérifie facilement que:

(P1)VX CY, Yt cCXH
(P2) VX,Y, (XUY)t =XtnYy+t,
(P3) VX, X C (X1)*+

Le théoreme suivant a lieu.

Théoréme 11.1 (Théoreme de Pythagore). Soit E un R-espace vectoriel muni
d’un produit scalaire (-,-), et soit || - || la norme associée au produit scalaire (-,-).
Deux vecteurs x et y de E sont alors orthogonaux si et seulement si ||z + y|*> =
21 + Nyl

Démonstration. Pour tous z,y € F,
lz +yl* = llzl* + llyl|* + 2(z. y)

ou || - || est la norme associée au produit scalaire (-,-). Il s’ensuit clairement que
(z,y) = 0 si et seulement si ||z + y||* = [[z[|* + [|y[|*. D’ou le résultat. O
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12. RETOUR SUR LA SIGNATURE

On revient dans cette section sur les considérations du premier chapitre et plus
précisément sur la signature des formes quadratiques. Le premier résultat que 1’on
démontre est le suivant.

Lemme 12.1. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie, F' un sous espace
vectoriel de E et B une forme bilinéaire symétrique définie sur E X E. On suppose
que la restriction Bjp de B a F' est définie positive. On note FL5 orthogonal de
F pour B. Alors E=F & F+5.

Démonstration. On commence par montrer que F et F-5 sont d’intersection réduite
au vecteur nul. Soit x € F (| F+2. Alors B(z,7) =0. Orxz € F et B est supposée
définie positive. Donc z = 0. D’ott la relation F/()F+# = {0}. Soit maintenant
x € E. On note (ey, ..., ex) une base orthogonale de F pour Br (qui existe d’apres
le Théoréme 8.1). On pose

B(z,e;)
rT, = —————
! B(ei, 61‘)
pour tout ¢ = 1,...,k (ce qui fait sens puisque B| est définie positive de sorte que

B(e;,e;) > 0 pour tout i = 1,..., k). Soit

k k
T = E xr;e; et To=x— E x;€; .
=1 =1

On a x =71 + Ty et Ty € F. De plus, puisque (ey,...,ex) est orthogonale pour la
restriction By de B a F, donc en fait pour B,

B(fQ,@j) = B(l‘,@j) - IjB(Sj,@j) =0
pour tout j = 1,...,k. Donc x5 € F+2. D’oti le lemme. ([

On démontre ici une caractérisation dimensionnelle de la signature. Soit £ un
R-espace vectoriel de dimension finie et B une forme bilinéaire symétrique définie
sur E x FE. On note dans ce qui suit

Ef, ={F sevde E / B est définie positive}
et
Egp = {F sev de E / Bjp est définie négative} ,

ou B est la restriction de B a F et ou I'on dit d’une forme bilinéaire symétrique B
sur un espace vectoriel F' qu’elle est définie négative si B = —B est définie positive.
Le Théoreme 12.1 est parfois utilisé comme définition de la signature d’une forme
quadratique.

Théoréme 12.1. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et soit Q une
forme quadratique définie sur E. Soit B la forme polaire de Q. On définit

ng, = SUPpept (dimF)
Pp = SUpFeEg(dimF) .

Le couple (pg,pg) n’est alors rien d’autre que la signature de Q.
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Démonstration. Notons (p, q) la signature de ). Du théoréme de Sylvester on tire
facilement que p < pg et que ¢ < pg. Supposons que p < pjg. Alors pJ]g, >p+1let
il existe ainsi un F' € Eg qui est de dimension p + 1. Du Lemme 12.1 on tire que

E=F@F*s.

Soit (e1,...,ep41) une base orthogonale de F. Comme F € E}, les Ble;,e;)
sont tous strictement positifs. Quitte & renormaliser (donc & remplacer les e; par
ei/\/B(ei,e;)) on peut supposer que B(e;,e;) = 1 pour tout ¢« = 1,...,p + 1.
Soit maintenant (é,42,...,é,) une base de F12. En renormalisant comme dans la
preuve de Sylvester, et quitte a réordonner les ¢€;, il existe p > 0 et ¢ > 0 pour
lesquels, dans F+5,

p+1+p p+1+p+q
2 2
Q(z) = E Ty — E Ty
i=p+2 i=p+2+p
ou les z; sont les coordonnées de x dans la base (€p42,...,6,). Pour z € E on a
alors
p+1+p p+1+p+4q
2 2
Qz) = E Ty — E Tis
i=1 i=pt+2+5
ot les x; sont les coorodonnées de = dans la base de E constituée des eq,...,ept1
suivis des €py2, ..., €,. Le théoreme de Sulvester 9.1 iInp9se alors que p+1+p = p,
ce qui est impossible. Donc p = pg. Soit maintenant B = —B. La signature de

B vaut alors (¢,p). Donc g = pg en raison de ce qui vient d’étre démontré. Or
Eg = FE5. Donc on a aussi ¢ = pz. Le théoréme est démontré. O

13. LE CRITERE DE SYLVESTER

On démontre ici un critere pour décider si oui ou non une forme bilinéaire
symétrique est un produit scalaire. On commence avec la définition des mineurs
principaux d’une matrice.

Définition 13.1. Soit M € M, (R) une matrice réelle n x n. On note M =

(@ij)i<ij<n €t pour k = 1,...,n, on note M = (a;j)i<ij<k les sous matrices
principales de M. On appelle alors mineurs principaur de M les déterminants
Ay = det(My) des sous matrices principales My, pour k=1,... n.

Le critere de Sylvester qui permet de déterminer si oui ou non une forme bilinéaire
symétrique est un produit scalaire est donné par le théoréme suivant.

Théoréme 13.1 (Le critere de Sylvester). Soit E un R-espace vectoriel de dimen-
sion finie n et B une forme bilinéaire symétrique définie sur E x E. Soit B une
base de E et M = Mp(B) la matrice de représentation de B dans B. Alors B est
un produit scalaire sur E si et seulement si les n mineurs principauzr A, de M,
k=1,...,n, sont tous strictement positifs.

Démonstration. On sait déja que B est symétrique. Supposons que B est un produit
scalaire, donc que B est définie positive. Notons B = (e1,...,e,). Soit F =
Vect(eq, ..., ex). La restriction de B & F}, est un produit scalaire sur F. Il existe
donc By, = (é¥,...,ék) une base B-orthogonale de Fj,. Si \; = B(é¥,é&¥), alors
A; > O pour tout ¢ = 1, ..., k. La matrice de représentation dans la base (eq, ..., ex)
de la restriction de B a Fj n’est rien d’autre que la sous matrice principale Mj.
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Par ailleurs, si Py est la matrice de passage de (e1,...,ex) a (€},...,éF), alors, par
changement de bases,
i ot
My, (B) = 'PM, Py .

Comme My, (B) est la matrice diagonale des \;, en passant au déterminant on voit
que
k
det(Py)*det(My) = [[ A
i=1
et donc det(My) > 0. Comme k est ici quelconque, les mineurs principaux de M
sont tous strictement positifs.

Pour démontrer la réciproque on procede par récurrence sur la dimension n de E.
Notre hypothése de récurrence H,, est donc que pour tout R-espace vectoriel E de
dimension n et toute forme bilinéaire symétrique B définie sur Fx | si les n mineurs
principaux Ay de la matrice de représentation M = Mg(B) de B dans une base B
de FE sont tous strictement positifs, alors B est un produit scalaire sur F. Le cas
n = 1 est immédiat. On aborde maintenant la question de I’hérédité. On suppose
que notre hypothese de récurrence est vraie a 'ordre n. Soit alors E un R-espace
vectoriel de dimension n + 1, B une forme bilinéaire symétrique définie sur £ x F
et B une base de E pour laquelle les mineurs de M = Mp(B) sont tous strictement
positifs. On écrit que B = (ey,...,ent1) et on note E, = Vect(eq,...,e,). Si M
est la matrice de représentation dans (ey,...,e,) de la restriction de B & E,, alors
M = M,,. Les mineurs Ay, de M et M, sont les mémes pour £k = 1,...,n. Par
hypothese de récurrence, la restriction de B & FE, est donc définie positive. En
vertue du Lemme 12.1 on a donc que

E=E,®E!® .
En particulier, dimFE;-® = 1. Soit (é1,...,é,) une base B-orthogonale de E,,.
Quitte & normaliser on peut supposer que B(€é;,¢é;) = 1 pour tout i = 1,...,n. Soit
€n+1 # 0 un vecteur directeur de E,fB. Alors B = (é1,...,6€n,€x41) est une base
de E. On a alors que
_ In Oc
ou I, est la matrice identité n x n, A = B(€p41,€n+1), Oc est une colonne de n

zéros et O est une ligne de n zéros. Si P est la matrice de passage de B a B et si
M = Mg(B), alors, par changement de bases,

M ="'PMP
et donc
A = det(P)QAnJ’_l .

On en déduit que A > 0 puisque detM = A, ;1 > 0. Clairement il suit de (13.1)
que B est définie positive puisque, dans B,

n
B(z,z) = Zizz JrAf?wl )
i=1

ou les Z; sont les coordonnées de x dans B. Donc B est un produit scalaire sur E.
Par récurrence on a montré notre réciproque. Le théoreme est démontré. O
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14. BASES ORTHONORMEES

On traite de la notion de base orthonormale et du procédé d’orthonormalisation
de Gram-Schmidt.

Définition 14.1. Soit E un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire (-,-), et
soit ||-|| la norme associée au produit scalaire {-,-). On dit qu’une famille (e, ..., en)
de vecteurs de E est:

(i) orthogonale si pour tous i # j € {1, e JL}, (ei,ej) =0,
(ii) orthonormale si pour tous i,j € {17 . ,n}, (ei,€5) = dij,

ot les symboles de Kroenecker 0;; sont définis par d;; = 1 si i = 7, et d;; = 0 si
i # j. Si E est de dimension finie, et si (e1,...,e,) est une base de E, on parle
alors de base orthogonale et de base orthonormale.

Une famille orthonormale est une famille orthogonale dont les vecteurs sont de
normes 1 pour la norme associée au produit scalaire. Etant donnée (eq,...,e,)
une famille orthogonale de vecteurs non nuls, on obtient une famille orthonormale
(é1,...,€n) en posant pour tout i,

- 1
€; = €i,
el
ol || - || désigne la norme associée au produit scalaire. Lorsqu’il y a un seul produit

scalaire, la terminologie est bien choisie. Sinon, on parlera de famille orthogonale
pour le produit scalaire (-,-), et de famille orthonormale pour le produit scalaire

<7>

Proposition 14.1. Soit E un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire. Toute
famille orthogonale de vecteurs non nuls de E est libre. En particulier, toute famille
orthonormale de vecteurs de E est libre, et si E est de dimension finie n, et si B
est une famille orthonormale de E composée de n vecteurs, alors B est une base de
E.

Démonstration. Soit (-,-) le produit scalaire placé sur E. Il suffit de démontrer
que si (eq, ..., e,) est une famille orthogonale de E composée de vecteurs non nuls
(i.e. e; # 0 pour tout i) alors (eq,...,e,) est libre. Une famille orthonormale étant
forcément composée de vecteurs non nuls (puisque de normes 1), on en déduira que
toute famille orthonormale de vecteurs de E est libre. Sachant par ailleurs qu’une
famille libre de n vecteurs dans un espace vectoriel de dimension n est une base,
on en déduira de plus que si F est de dimension finie n, et si B est une famille
orthonormale de E' composée de n vecteurs, alors B est une base de E. Soit donc
maintenant (eg,...,e,) une famille orthogonale de E composée de vecteurs non
nuls. Supposons que pour des Ay, ..., \, réels,

)\1€1+"'+)\n6n:0.

Alors, pour tout ig = 1,...,n,

<Z )\iei, €i0> =0.
=1
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Or, la famille étant orthogonale,

n n
<Z Aiei, €qy) = Z Ai€s, €50)
i=1 i=1
= /\i0||eioH2 )

ol || -|| est la norme associée au produit scalaire (-,-). Comme e;, # 0, ||e;, || # 0, et
donc, forcément \;; = 0. Puisque iy est quelconque dans {1,...,n}, on en déduit
que A\; = 0 pour tout i = 1,...,n. D’ou le fait que la famille (eq,...,e,) est libre.
La proposition est démontrée. (I

On sait déja (voir le chapitre précédent en algebre bilinéaire) que si E est un
R-espace vectoriel de dimension finie munie d’un produit scalaire (-,-), alors E
posseéde une base orthogonale (eq, ..., e,) pour (-,-). Les vecteurs d’une base étant
forcément non nuls, on en déduit l'existence d’une base orthonormale (éy,...,¢é,)

en posant

- 1

€ = 7€,

el

ou || - || est la norme associée au produit scalaire (-,-). Tout espace vectoriel de
dimension finie possede donc une base orthonormale. On propose ici une “autre”
preuve de ce résultat basée sur ce que I'on appelle le procédé d’orthonormalisation
de Gram-Schmidt. Partant d’une base quelconque, on la “transforme” en une base
orthonormale. . .

Théoréme 14.1. Tout espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit scalaire
possede une base orthonormale.

Démonstration. On démontre le théoréme avec le procédé d’orthonormalisation de
Gram-Schmidt. Soient E l’espace vectoriel en question et (-,-) le produit scalaire
placé sur E. Soit (ey,...,e,) une base quelconque de E. A partir de (eq,...,e,)
on construit une base orthonormale (é1,...,€,) en appliquant ce que l'on appelle
le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt. Pour commencer, on pose

_ 1
€1 = —e1,
leal]
ol ||-|| désigne la norme associée au produit scalaire (-, -). On a Vect(é1) = Vect(ey).
On construit maintenant le second vecteur. On pose
Xr = eg — <€2,él>él .

On vérifie que (x,€;) = 0. On a & # 0 car ep n'est pas colinéaire & e;. On pose

alors
1

ég = —XT .
]
On a ainsi ||é1]] = ||é2]] = 1, et (é1,é2) = 0, de sorte que (é1,é2) est une famille
orthonormale. On a aussi Vect(éy, é3) = Vect(ey, ez). Sin = 2, le procédé s’arréte.
Sinon, n > 3, et on cherche a déterminer A et p réels pour que le vecteur
T =e3+ \é1 + pes
soit orthogonal & €; et 5. On trouve ici que

(z,€1) = (e3,€1) + A et que (z,€2) = (e3,€2) + 4 .
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Le vecteur
x =e3 — (e3,€1)€1 — (e3, €2)ér

est alors orthogonal aux vecteurs €; et €3. Il est non nul car ez & Vect(eg, ez). On
pose

de sorte que (€1, €2, €3) est une famille orthonormale. On a encore Vect(éy, €2, €3) =
Vect(e1,ez,e3). Sim = 3, le procédé s’arréte, on a la une base orthonormale
(é1,62,€3) de E. Sinon, n > 4, et on continue jusqu’a obtenir une famille or-
thonormale composée d’autant de vecteurs que la dimension n de E. De fagon un

peu plus précise, et si les (é1,...,€x) sont construits comme ci-dessus, avec k < n,
n la dimension de E, et donc aussi Vect(é; ...,é;) = Vect(es,...,ex), on cherche
des réels A1, ..., A\ pour que le vecteur
k
T = €pt1 + E Ai€;
i=1
soit orthogonal aux vecteurs €;, 1 =1,...,k. On trouve ici que
Ai = —(€rt1,€) -

On sait que x # 0 car eg41 & Vect(ey,...,er). On pose

- 1
€k+1 = 777,
[E4|
de sorte que (é1,...,€,€xr1) est une famille orthonormale. On a la encore que
Vect(éy ...,€k+1) = Vect(eq,...,ext1). L'inclusion C s’obtient par construction et

il reste a remarquer que les deux familles étant libres les deux espaces sont de méme
dimension k + 1 pour obtenir ’égalité. En répétant ce procédé on construit une
famille orthonormale composée de n vecteurs, n la dimension de E. Cette famille
est forcément une base orthonormale de E. D’ou le résultat. O

On remarquera que le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt assure de
la relation Vect(é; ..., éx) = Vect(ey,...,er) pour tout k. Il existe par ailleurs une
formule simple donnant les coordonnées d’un vecteur dans une base orthonormale.
C’est 'objet du résultat important suivant.

Lemme 14.1. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n muni d’un produit
scalaire (-,-). Soit de plus B = (eq,...,e,) une base orthonormale de E. Six € F
a pour coordonnées (x1,...,Ty) dans B, alors x; = (x,e;) pour touti=1,...,n.

Proof. Par définition des coordonnées,
r=x11+ -+ xTp€H .

Par suite, pour tout ¢,
n
(@, ei) = wjlej,ei)
j=1

et puisque (e;,e;) = d;;, on obtient que (z,e;) = x;. Le résultat est démontré. O
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Si B = (e1,...,e,) est une base orthonormale pour un produit scalaire (-,-), le

produit scalaire (et la norme associée) dans cette base prend I'expression du produit
scalaire euclidien (et de la norme euclidienne). Avec les notations usuelles,

(@,y) = O miei, Y yje;)
i—1 j=1

n
inyj (e ej)
1j=1

I I
NIERNSE
NER

N
Il
-
<.
I
-

K2

2Y;0i;

|

N
Il
_

ZiYi -

En particulier, on récupeére aussi que ||z|| = />, %, out ||-|| est la norme associée
au produit scalaire (-, -).

Exercice: Soit Ry[X] l'espace des polynémes réels de degré au plus 2. On place
sur Ro[X] la forme bilinéaire symétrique

(PQ) = / P(2)Q(x)dx

(1) Montrer que (-, -) est un produit scalaire sur Ro[X].

(2) Trouver une base orthonormale de Ro[X].

Solution: (1) Il est clair que (-, ) est bilinéaire symétrique et que (P, P) > 0 pour
tout P € Ro[X]. Si

(P,P) = /01 P(x)%*dz =0

alors P(z) = 0 pour tout « € [0, 1] puisqu’un polynoéme est une fonction continue.
En particulier les coefficients du polynéme sont nuls puisqu’un polynéme de Ro[X]
dont les coefficients ne sont pas nuls a au plus deux racines. Il en aurait ici une
infinité, d’olt la nullité des coefficients. En bref, (-,-) est un produit scalaire.

(2) (1, X, X?) est une base de Ry[X]. On va appliquer Gram-Schmidt & cette base.
On a||1]| = 1. On pose P; = 1 le polynéme constant égal & 1. On pose P = X —AP;
et on cherche A € R de sorte que (P;,P) =0. On a

(Py, P) :/0 (x — Ndz = %

On veut donc A = % Et alors

- A
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On pose alors

P2:2\/§<X—;> .

On pose ensuite
P=X%-\P,— uP,
et on cherche A € R et 4 € R pour que (P, P) =0et (P,P)=0. On a

(P, P) = /o (22 = APy(x) — pPi(z))dx

1
:/ 22dx — p
0

1

tandis que
(Py, P) = /01(9:2 — APy (x) — pPi(z))Po(x)dx
= /01 2 Py(z)dr — A
= 2\/§/Ol(x - %)xzdx Y

:2&(%—%)4

_ V3.
6
On veut donc
3 1
A= £ et W= =
6
On a en particulier calculé
1
/ 22 Py(x)dr = é .
0 6
On a aussi calculé
1
1
/ 2Py (2z)dx = = .
0 3

On a alors

1 1 1 1
b Pg(x)de—k\/g/ Pg(x)Pl(x)dx—kf/ Pi(2)2dz
12 /, 0 9 Jo
1 V3 V3 2 1 1 1
573 6 373ttty
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de sorte que

IPIP =2 - & -5
S5 1209
C9x4-3x5-4x5
N 4x5x%x9
_ 1
4x5x9
1
180
On pose
) 1.1
P;=3v20 (X —(X-5) -3
1
:3\/%(X2—X+6> :
La famille (Py, P», P3) est alors une base orthonormée de Ry[X]. O

15. ORTHOGONALITE ET SOUS ESPACES VECTORIELS

Les idées contenues dans le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt s’adaptent
facilement pour démontrer le résultat suivant.

Théoréme 15.1. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie muni d’un pro-
duit scalaire. Toute famille orthonormale de vecteurs de E se compléte en une base
orthonormale de E.

Démonstration. Notons n la dimension de F, et (-,-) le produit scalaire placé sur
E. Soit (eq,...,ex) une famille orthonormale. Elle est libre (car orthonormale)
donc k < n. Si k = n, c’est une base et il n’y a rien a ajouter. Sinon k < n et
la famille n’est pas génératrice. Du coup, c’est une idée que 'on utilise souvent, il
existe un vecteur x de E tel que = ¢ Vect(eq,...,ex). En particulier, x # 0. On
pose

k
y:x_ZAiei )
i=1

o les \; € R sont choisis de sorte que {e;,y) = 0 pour tout i = 1,..., k. Donc,
Ai = (e;, ) puisque

(ei,y) = (ei,x) — Ai
Comme z ¢ Vect(eq,...,er), on ay # 0. On pose

1
Cht1 = Ty
1yl

ou || - || désigne la norme associée au produit scalaire (-,-). Alors (eq,...,ext1) est
une famille orthonormale composée de k+ 1 vecteurs. Des lors, soit k+1 = n, et on
a en fait une base de F, soit k + 1 < n et on recommence jusqu’a obtenir (il s’agit
d’un processus fini) une famille orthonormale qui soit composée de n vecteurs, et
donc une base orthonormale de E. D’ou le résultat. (]

Une conséquence importante de ce théoreme est la suivante.



ALGEBRE BILINEAIRE L2 - UNIVERSITE DE CERGY-PONTOISE 39

Théoréme 15.2. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie muni d’un pro-
duit scalaire. Pour tout sous espace vectoriel F de E, on a« E = F & F*.

Démonstration. Soit (-,-) le produit scalaire placé sur E. Il est déja clair que la
somme de F' et F'* est nécessairement directe. En effet, FNF+ = {0} carsiz € F
et © € FL, alors (x,x) = 0 de sorte que z = 0. Par ailleurs, F' est un espace
vectoriel de dimension finie. Il posséde donc une base orthonormale (eq,...,ex), k
la dimension de F. On complete cette base en une base orthonormale (eq, ..., e,)
de E, n la dimension de E. Alors, clairement,

Ft = Vect(eps1,...,en) -

Les €py1,---,en sont en effet dans F-. Comme (ej41,...,¢e,) est une famille libre
(toute sous famille d’une famille libre étant une famille libre) on en déduit que
dimFt >n —k. Or dim(F & F*) < dimE et dim(F @ F+) = dimF + dimF*.
Donc dimF+ < n —k puis dimF+ = n — k et on récupere bien que E = F @ F*.
Le théoreme est démontré. (]

Exercice: Soit M,,(R) l'espace vectoriel des matrices réelles carrées n x n muni
du produit scalaire (M, N) = tr(!MN) vu précédemment & la Section 10. On
considere la base canonique de M,,(R) constituée des matrices A;; = (a(ij)xi) pour
i,j=1,...,n, 0t a(ij)y = 1si (k,1) = (i,7), et a(ij)r = 0 sinon. Montrer que la
base formée des A;; est une base orthonormale pour (-, -).

Solution: Notons *4;;A;; = (by;). On a alors

n
bu =Y alij)i
k=1
pour tout [ =1,...,n. Par suite, by = 0sil # j et b;; = 1. Donc, tr(*4;;4;;) =1
et ainsi, ||4;;|] = 1. Soient maintenant (,5) et (o, 3) avec (i,7) # (o, 5). Notons
tA;;Aap = (brki). On a alors
n
bu =Y alij)ua(af)w
k=1
pour tout [ = 1,...,n. Par suite, pour que b; # 0 il faut qu’il y ait au moins un k
pour lequel a(ij)g = 1et a(aB)r = 1. Or a(ij)r = 1 siet seulement si (k,1) = (4, 5)
et a(aB)r = 1 si et seulement si (k,1) = (o, ). Ces deux conditions ne peuvent
étre réalisées en méme temps car elles impliquent que (4,5) = (k,1) = («, 8) alors
que (i,7) # (o, 8). Donc by = 0 pour tout ! dans ce cas, et ainsi (A4;;, Aag) = 0 si
(i,7) # (o, B). La base canonique de M,,(R) est bien une base orthonormale pour
le produit scalaire (M, N) = tr(*MN).

16. PROJECTEURS ORTHOGONAUX

On utilise ici la décomposition E = F @ F+ du Théoreme 15.2 pour définir
la notion de projection orthogonale sur F'. La définition qui suit fonctionne pour
F = {0} (alors F+ = E) et pour F = E (alors F+ = {0}), mais évidemment elle
renvoie plutot a des situations ou F' n’est ni réduit au seul vecteur nul ni ’espace
E tout entier.
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Définition 16.1. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie muni d’un pro-
duit scalaire. Soit F un sous espace vectoriel de E. Comme E = F @ F*, tout
vecteur x de E se décompose de fagon unique en x = x1 + xo avec x1 € F et
o € FL. On définit la projection orthogonale sur F comme étant Uapplication
pr : E — F donnée par pp(x) = x1.

On montre que pr est linéaire et on caractérise son noyau et son image.

Proposition 16.1. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie muni d’un
produit scalaire. Soit F' un sous espace vectoriel de E. La projection orthogonale
pr est une application linéaire de E dans F qui vérifie que pp o pr = pp. De plus
Im(pr) = F et Ker(pp) = F*.

Démonstration. Soient x,y € E et x = x1 + T2, y = Y1 + y2 les décompositions de
F suivant la décomposition E = F @& F*. Soit A € R. Alors

T+ Ay = (z1+ Ay1) + (22 + Ay2)
et on a écrit la décomposition de x + Ay. Donc
pr(z+Ay) =21+ Ay
= pr(z) + Mr(y)
et pp est donc bien linéaire. Si z € F', x = x + 0 est la décomposition de = suivant
la décomposition E = F@ F+. Donc pr(x) = 2 pour tout z in F. On en déduit que
propr = pr et que F C Im(pr). Puisque Im(pr) C F on obtient que Im(pgr) = F.
Siz e P}%, alors £ = 0+ x est la décomposition de x suivant la décomposition £ =
F@F*. Donc pp(x) = 0 pour tout z € F+. Soit F* C Ker(pr). Réciproquement,
partons de lécriture x = x1 + x2. Si pp(xz) =0 alors z; = 0 et donc © = 0+ x2 (et
automatiquement donc x5 = ). En particulier, z € F+. Donc Ker(pr) C F* et,
par double inclusion, Ker(pr) = F*. |

L’expression explicite suivante a lieu. On notera que 'existence d’une base or-
thonormée (ey,...,e,) de E pour laquelle la sous famille (eq, ..., ex) soit une base
orthonormée de F' (n = dim(FE), k = dim(F)) suit du Théoreme 15.1.

Proposition 16.2. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie muni d’un
produit scalaire {(-,-). Soit F un sous espace vectoriel de E. Soit (e1,...,e,) une
base orthonormée de E choisie de sorte que la sous famille (eq,...,e) soit une
base orthonormée de F. Alors prp(x) = Zle(x, e;)e; pour tout x € E.

Démonstration. Tout x de E s’écrit
n

x = Z(m,ei>ei
’L;l .
= Z(m,ei>ei + Z (z,e;)e;

=1 i=k+1
=1+ 29

avec r1 = Zi;l(x,ei)ei €Fetay=3 7", (z,e)e; € F-. Dol le résultat. [

Dans la pratique il suffit de connaitre les (ey, ..., ex) pour obtenir pg(z) suivant
la formule de la Proposition 16.2. On montre pour finir que la projection orthogo-
nale de = sur F' réalise la minimum de la distance de x aux vecteurs de F'.
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Théoréme 16.1. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie muni d’un pro-
duit scalaire (-,-). Soit F' un sous espace vectoriel de E. Pour tout x € E, et tout
yer,

|z = pr()]l < [z —yll

ot pr est la projection orthogonale sur F et || - || est la norme associée au produit
scalaire. De plus, siy € F est tel que ||z — pr(z)| = ||l — yl||, alors forcément
y =pr(v).

Démonstration. Soit x = x1 + 2 la décomposition de x suivant la décomposition
E=F®F*. Donc 21 = pr(z). Pour tout y € F,
lz = ylI* = ll(z1 — ) + 2|
= [l = ylI* + [|l22|

puisque z; —y € F et x5 € F sont orthogonaux. En particulier, |z — pr(z)||? =
||z2]|?. Donc, clairement, ||z — pr(z)|| < ||z — y|| pour tout y € F, et si maintenant
on a que ||z — pr(z)|| = ||z — y|| pour un y € F, alors forcément ||x; — y|| = 0 et
donc y = pp(x).

17. SYMETRIES ORTHORGONALES

On utilise la décomposition E = F @& F+ du Théoréme 15.2 pour définir la notion
de symétrie orthogonale par rapport a F'.

Définition 17.1. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie muni d’un pro-
duit scalaire. Soit F un sous espace vectoriel de E. Comme E = F @ F*, tout
vecteur x de E se décompose de facon unique en x = x7 + xo avec x1 € F
et xo € FL. On définit la symétrie orthogonale par rapport ¢ F comme étant
Uapplication sp : E — E donnée par sp(x) = x1 — xa.

La proposition suivante a lieu.
Proposition 17.1. On a sp = 2pr — Idg, ou Idg est Uapplication linéaire identité
de E et pp est la projection orthogonale sur F' (Définition 16.1). En particulier sp

est un endomorphisme de E. Il est involutif au sens ot sp o sp = Idg, et sp est
donc bijective de réciproque elle-méme. On a enfin que sp = Idg sur F.

D’emonstration. La preuve de cette proposition est simple. Si x = z; + x5 est la
décomposition de z suivant la décomposition E = F @ F1, alors
(2pr —ldg) (z) =221 —x

=1 — X2

= sr(z)
pour tout x € E. Donc sg = 2pp — Idg. Comme pr et Idg sont linéaire, sp 'est
aussi. On a clairement que

(sposp)(x)=sp(sp(x)) =sp(x1 —a2) =21 — (—22) =21 + 22 =2

pour tout z, et donc sp o sp = Idg. Enfin il est clair que sp(z) = = pour tout
x € F puisqu’alors x5 = 0. D’ou la proposition. 0

On démontre pour finir le résultat suivant. En présence d’un produit scalaire
on dit qu’une application f est une isométrie si elle préserve le produit scalaire
au sens ou (f(x), f(y)) = (z,y) pour tous z,y. En présence d’une norme on dit
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qu’une application f est une isométrie si elle préserve la norme au sens ou || f(z)|| =
|lz|| pour tout z. En présence d’une distance on dit qu'une application f est une
isométrie si elle préserve la distance au sens ou d (f(z), f(y)) = d(z,y) pour tous
x,1y. Qui préserve un produit scalaire préserve automatiquement la norme associée.

Théoréme 17.1. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie muni d’un pro-
duit scalaire {-,-). Soit F' un sous espace vectoriel de E. La symétrie orthogonale
sp par rapport 4 F est une isométrie au sens ot (sp(x),sp(y)) = (x,y) pour tous
x,y € E. En particulier ||sp(x)|| = ||z|| pour tout v € E, o || - || est la norme
associée au produit scalaire (-, -)

Démonstration. Soient z,y € E et © = x1 + x2, y = y1 + y2 les décompositions de
F suivant la décomposition £ = F @ F+. On a
(sp(@),sr(y)) = (x1 — 22,91 — ¥2)
= (z1,y1) + (T2, y2) — (21, ¥2) — (¥2,91)
= (z1,y1) + (T2, Y2)

puisque 71,y1 € F et z9,y2 € FL de sorte que (r1,92) = 0 et (w2,71) = 0. De
méme,

(x,y) = (1 + 22, y1+2)
= (z1,y1) + (T2, y2) + (T1,Y2) + (T2, 1)
= (z1,51) + (22, 2)

puisque, comme ci-dessus, (z1,y2) = 0 et (z2,y1) = 0. Donc (sp(x), sp(y)) = (z,y)
pour tous z,y € E. En prenant y = x on obtient que ||sp(z)| = ||z|| pour tout
x € E. Le théoreme est démontré. ]
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CHAPITRE 3
LE THEOREME SPECTRAL

On revient ici a la problématique de diagonalisation des endomorphismes mais
dans le cadre des endomorphismes symétriques. Ce que ’on commence par définir.

18. ENDOMORPHISME ADJOINT.

La notion d’endomorphisme adjoint est liée au produit scalaire. Elle est définie
dans le théoreme qui suit.

Théoréme 18.1. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie muni d’un pro-
duit scalaire (-,-). Soit f € End(E) un endomorphisme de E. Il existe alors un
unique endomorphisme f* € End(E), appelé adjoint de f (sous entendu pour {-,-)),
tel que pour tous z,y € F,

(f(@),y) = (2, [*(y)) -

Si B est une base orthonormale de E, f* est caractérisé par le fait que sa matrice
dans B est la transposée de la matrice de f dans B. En d’autres termes, Mgg(f*) =
Mg (f) pour toute base orthonormale B de E.

Démonstration. Notons B = (eq,. .., e,) une base orthonormale de E, et notons a;;
les coefficients de la matrice de représentation de f dans B de sorte que Mpg(f) =
(ai;). Donc

a1 QA1n
Mps(f) =

anl oo Qpn

On construit ’endomorphisme f* € End(E) de E par
Mps(f*) = "Mps(f)
de sorte que Mpa(f*) = (a;j;). Donc
ail oo an1
Mpg(f*) =
A1n - Apn

Soient maintenant x et y deux vecteurs de E de coordonnées respectives x; et y;
dans B. Alors

f(x)

Zl‘jf(@j)

n
= E AijLj€i ,

ij=1
et donc, puisque B est une base orthonormale,

(f(x),y) = Z AijYiXyj -

4,j=1
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Par ailleurs,

[ y) = Zyjf*(ej)

n
= E AjilYjCi »

ij=1

et donc, toujours puisque B est une base orthonormale,

(@, [*(y)) = Z ajiY;Ti -

i,j=1
On trouve donc bien que pour tous z,y € F,
(f(@),y) = (2, [*(y)) -

Il reste & ce stade & montrer que f* est unique (et cela suffira & démontrer le
théoréme). Or

(f(@),y) = (z, f*(y))

entraine en particulier que

(fles),ej) = (e f*(e5))
pour tous 4, j. Mais si X est un vecteur de F, ses coordonnées dans 5 sont exacte-
ment les X; = (X, e;). Il suit que

(flei),ej) = aji
pour tous %, j, puis que pour tout j,

fe) = ajiei .
=1

Par suite f* est uniquement déterminée, et donc unique. Le théoréme est démontré.

U
On rappelle que si
aii a1n
Mps(f) = :
Ap1 .. Gpp
dans une base B = (e1, ..., e,), alors pour tout j, f(e;) = > = a;je; .

Proposition 18.1. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie muni d’un pro-
duit scalaire (-,-). Soit f € End(E) un endomorphisme de E. Soit f* l'endomorphisme
adjoint de f. On a Ker(f*) = Im(f)* et Im(f*) = Ker(f)*.

Démonstration. On a y € Ker(f*) si et seulement si f*(y) = 0. Et f*(y) =0
si et seulement si pour tout z, (f(z),y) = 0. Donc f*(y) = 0 si et seulement
si y € Im(f)*. Soit maintenant z € Im(f*). Alors z = f*(z). Soit y € Ker(f)
quelconque. On a (y, z) = (f(y), ) = 0 puisque f(y) = 0. Donc Im(f*) C Ker(f)*.
Avec le théoreme du rang,

dimKer(f*) + dimIm(f*) =n

si n est la dimension de E (donc de E*). Le Théoreme 15.2 et 1'égalité Ker(f*) =
Im(f)% donnent que dimKer(f*) = n — p si p = dimlm(f) = Rg(f). Donc
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dimIm(f*) = p. Encore avec le Théoréme 15.2 on peut écrire que dimKer(f)* =
n—dimKer(f) tandis que le théoréme du rang donne que dimKer(f) = n—Rg(f) =
n — p. Donc dimKer(f)* = p. Les deux espaces vectoriels Im(f*) et Ker(f)* ont
donc méme dimension et Im(f*) C Ker(f)*. Donc Im(f*) = Ker(f)*. La propo-
sition est démontrée. O

Exercice: Soit E un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire (-,-). Soient
u,v € End(FE) deux endomorphismes de E. Montrer que (v o u)* = u* ov*. On
suppose maintenant que u et v sont symétriques au sens de la Définition 19.1, a
savoir u* = u et v* = v. Montrer que v o u est symétrique, a savoir (vou)* = vou,
si et seulement si vou =wuowv.

Solution: Soient x,y € E quelconques. On a

(wou)(z),y) = (v(u(z)),y

|
o~~~
&
<
—~
<
*
<
N
~—
~

z, (u* ov*)(y)) .

Par suite, comme z et y sont quelconques, (vou)* = u*ov*. On suppose maintenant
que u et v sont symétriques, donc que u* = u et v* = v. Supposons que v o u est
symétrique. Alors (vou)* = vou. Comme par ailleurs on a aussi u* ov* = uow, et
comme (vou)* = u*ov*, on en déduit que vou = uowv. Réciproquement supposons
que vou = uowv. Comme u*ov* = wowv on a écrit que v ou = u* ov*. Par
suite, comme (v o u)* = u* o v*, on a écrit que (vou)* =wvowu. Donc que v o u est
symétrique. O

19. LE THEOREME SPECTRAL
La notion d’endomorphisme symétrique est associée a un produit scalaire.

Définition 19.1. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie muni d’un pro-
duit scalaire. On dit qu’un endomorphisme f € End(E) est symétrique (ou encore
autoadjoint) si f = f*, ot f* est ladjoint de f (pour le produit scalaire).

Dire que f est symétrique revient encore a dire que pour toute base orthonormale
B de E, la matrice de f dans B est symétrique. L’objectif de cette section est de
démontrer le théoréeme spectral suivant.

Théoréme 19.1 (Théoréme spectral). Soit E un R-espace vectoriel de dimension
finie muni d’un produit scalaire, et soit f € End(E) un endomorphisme symétrique
de E, donc tel que f = f*. Alors [ est diagonalisable, qui plus est dans une base
orthonormale de E.

En d’autres termes, pour tout endomorphisme symétrique f € End(FE) de F, il
existe une base orthonormale de F qui soit composée de vecteurs propres de f.

On propose tout d’abord une preuve de ce théoréme dans le cas n = 2. On
montre successivement les trois points suivants:

1 - Les valeurs propres de f sont réelles,
2 - Les espaces propres de f sont deux & deux orthogonaux,

3 - f est diagonalisable dans une base orthonormale,
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de sorte que, au total, f est diagonalisable, qui plus est dans une base orthonormale
de F, ce qui démontre le théoreme lorsque n = 2. Une preuve lorsque n = 3 est
proposée a la section suivante. La preuve dans le cas général n > 3 est proposée a
la derniere section de ce chapitre On suppose donc dans la suite que n = 2.

Démonstration de l’étape 1. On affirme que si f € End(F) est un endomorphisme
symétrique de FE, alors les valeurs propres de f sont toutes réelles. Pour le voir,
dans ce cas “simple” ou n = 2, on consideére une base orthonormale B de E. Alors
la matrice de représentation de f dans cette base est symétrique, et donc du type

Mps(f) = (Z l;) :

Par suite, le polynéme caractéristique de f vaut
P(X)=(a—X)(c—X)—-V?
=X?—(a+c)X + (ac —b?) .

Son discriminant vaut A = (a + ¢)? — 4(ac — b?) = (a — ¢)? + 4b* qui est toujours
positif ou nul. Donc P a toutes ses racines dans R. En d’autres termes, les valeurs
propres de f sont toutes réelles. O

Démonstration de I’étape 2. On affirme que si f € End(F) est un endomorphisme
symétrique de F, alors les espaces propres de f sont deux a deux orthogonaux.
Dans ce cas particulier ou n = 2, soit f a une seule valeur propre, et il n’y a rien
a démontrer, soit f a deux valeurs propres distinctes. On note A1 et Ay les deux
valeurs propres distinctes de f, et x et y deux vecteurs propres de f respectivement
associés aux valeurs propres A1 et Ao. Puisque f est symétrique,

(f(x),y) =(z, f(¥)) ,
et donc
()\1 — )\2)<$, y> =0
puisque
f@)=Mzet fly) =y .
Comme A; # Ao, il suit que
<CL‘, y> =0.
D’ou 'affirmation. O

Démonstration de ’étape 3. On affirme que si f € End(E) est un endomorphisme
symétrique de F, alors E est la somme directe des espaces propres de f. Si f a deux
valeurs propres distinctes A1 et Ay, alors on sait déja que E est somme (directe) des
espaces propres de f. Siej est un vecteur de norme 1 de Ey, et ez est un vecteur
de norme 1 de Ej,, alors d’apres ’étape 2, (e1,e2) est une base orthonormale de
E. Dans cette base Mpp(f) est diagonale. Le théoréme est démontré dans ce cas.
Si maintenant f a une seule valeur propre A1, alors le discriminant A du polynéme
caractéristique de f doit étre nul. Etant donnée une base orthonormale 5, on a vu
que dans cette base
A= (a—c)?+4b”.

Donc a = cet b = 0. En d’autres termes,

Mps(f) = (g 2) )
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et f est diagonalisable dans B qui est orthonormale. Le théoréeme est démontré. [

Exercice: Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit
scalaire (-,-). Soit u € End(F) un endomorphisme de E. On suppose que u est
symétrique et que (u(x),z) = 0 pour tout € E. Montrer que u est ’endomorphisme
nul.

Solution: Comme u est symétrique, u est diagonalisable, et méme u est diagonal-
isable dans une base orthonormée de E. En particulier il existe B = (é1,...,€n)
une base (orthonormée) qui diagonalise u. Si A; est la valeur propre associée a e;
alors
(u(es), ei) = Nilleil® -

Par hypothese (u(e;),e;) = 0, et puisque ||e;|| # 0, on récupere A; = 0. Comme ¢
est quelconque, A; = 0 pour tout 4, et il suit que Myg;z(u) est la matrice nulle. En
particulier u est I’endomorphisme nul. ([l

Une conséquence directe de la preuve est donnée par le résultat suivant (cf.
Pétape 2 ci-dessus, ou l'étape 2 de la section 24 en dimension quelconque).

Lemme 19.1. Les espaces propres d’un endomorphisme symétrique sont deuzx d
deux orthogonauz.

20. PREUVE LORSQUE n = 3

On suppose ici que (E,(-,-}) est un espace préhilbertien de dimension 3 et que
f € End(E) est un endomorphisme symétrique de E. On se propose de montrer,
qu’alors, f est diagonalisable dans une base orthonormée de (E, (-, -)).

Le polynome caractéristique P de f est de degré 3 puisque F est de dimension
3. Son terme de plus haut degré est —X?2. On a donc que

lim P(z) =4occet lim P(z)=-o00.
T—r—+00

T—>—00

Par suite, et par théoreme des valeurs intermédiaires, puisqu’un polynéme est tou-
jours une fonction continue, il existe A\; € R une racine de P. En d’autres termes,
f a au moins une valeur propre réelle \;.

On prétend que (f — MIdg)* = f* — A1 Idg pour tout endomorphisme f de E.
En effet, pour tous z,y € F,
(f(@) = Mz,y) = (f(@),y) — Mz, y)
= (=, [*(y)) — (z, \y)
= (2, (f" — Mldg)(y)) ,
ce qui prouve notre assertion. Dans notre cas, puisque f est symétrique, (f —
Mlde)r = f— M1dg.
On prétend maintenant que E),, I’espace propre associé a A, et Ei‘l, son or-
thogonal, sont tous deux stables par f, a savoir que f(E),) C Ej, et f(Efl) C E)%l
Pour E), c’est immédiat. En effet, si € E\, alors f(x) = A1z et donc f(z) € Ej,

puisque E), est un espace vectoriel, et 'on a donc bien que f(FEy,) C Ej,. Par
ailleurs, avec la Proposition 18.1, et ce qui a été dit ci-dessus,

E)J\_l = Ker(f - AlldE)J— - Im(f - AlIdE) .
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Par suite y € Ey; si et seulement si il existe 2 € E tel que y = f(z) — Ajz. On a
que

f) = f(f(@) = Mf@) = (f = Mldg) (f(2))
si y = f(x) — M, et done f(y) € By, siy € Ey.. Donc f(Ey,) C Ey, comme
annonce.

Si Ey, = E il n’y a rien a démontrer puisqu’alors f = A;Idg. On peut donc
supposer dans ce qui suit que dim(E)y,) = 1 ou dim(E),) = 2. De plus, cf. le
chapitre précédent, on a toujours que £ = Ey, & Ei‘l. En particulier, on obtient
que dim(Ey,) = 3 — dim(E), ).

Si dim(E),) = 1 alors dim(Ej. ) = 2. Soit g = fig+ la restriction de f & Ex,.

En raison de ce qui a été dit plus haut, g € End(Ef\-l). De plus g est symétrique
(pour le produit scalaire restreint a Ej-l) puisque [ est symétrique: Va,y € Ej\-l,

(9(2),y) = (z,9(y)) -

On a démontré le théoreme spectral en dimension 2. En vertue de ce théoreme
il existe (€2,€3) une base orthonormale de E>J\_1 qui diagonalise g. Et donc, en
particulier, f(é2) = Aés et f(€3) = pés pour des \,u € R. Soit €; un vecteur
directeur de norme 1 de Ey,. On a f(é1) = Aé1 et (€1,€2,€3) est une famille
orthonormée. Cette famille a 3 vecteurs et E est de dimension 3. C’est donc une
base orthonormée de F et elle diagonalise f. C’est ce qu’il fallait démontrer.

Si dim(E),) = 2 alors dim(Ejy.) = 1. Soit g = fig,, la restriction de f & Ej,.
Pour tout » € Ey,, g(z) = f(z) = Miz. Donc g = Mldg, sur Ey,. Si (é1,¢é)
est une base orthonormale de E),, alors f(€1) = M\é;1 et f(€2) = A\é2. Soit €3 un
vecteur directeur de norme 1 de Ej.. On a f(é3) = Aés pour un certain A € R
puisque f(Ex.) C Ex.. La famille (é1,é2,¢3) est une famille orthonormée. Cette
famille a 3 vecteurs et E est de dimension 3. C’est donc une base orthonormée de
E et elle diagonalise f. C’est ce qu’il fallait démontrer.

Au total, le théoréme spectral est démontré en dimension 3.

21. LE POINT DE VUE DES MATRICES
On commence par définir la notion de matrice orthogonale.

Définition 21.1. Soit P une matrice n x n. On dit que P est orthogonale si P est
inversible et P~1 =1P.

Les matrices orthogonales sont les matrices de passage d’une base orthonormale
a une base orthonormale. C’est I'objet du résultat suivant.

Lemme 21.1. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit
scalaire. Si B et B sont deuz bases orthonormales de E, alors la matrice My_ ;5 de
passage de B a B est telle que Ml;ié = tMBHB' En d’autres termes, la matrice
de passage My_, ;5 d’une base orthonormale B a une base orthonormale B' est une

matrice orthogonale.

Démonstration. Notons B = (e1,...,e,), B = (é1,...,é,), et (-,-) le produit
scalaire de E. Pour ¢,5 = 1,...,n, on note de méme

aij = (i, ;)



ALGEBRE BILINEAIRE L2 - UNIVERSITE DE CERGY-PONTOISE 49

et on note ® et ¥ les endomorphismes de F définis par
De;))=¢; et V(E) =e;
pour tout 7. Alors
My 5= Mps(®) tandis que M. o= Mpg(¥) .

Sachant que les coordonnées d’un vecteur X dans une base orthonormale (ey, ..., e,)
sont exactement les X; = (X, e;), on voit que Mpg(P) = (a;;). Par ailleurs,

n
;=Y (ej,é)é
i=1

aji€i

-

i=1

de sorte que

\I/(ej) = Zajiei .
i=1
On en déduit que Mpp(¥) = (aj;). Donc
Mpp(¥) ="Mpp(®) ,
et le lemme est démontré. O

Une autre justification de la terminologie “matrice orthogonale” est la suivante.
Notons (-, -) le produit scalaire euclidien de R™ donné par

n
=1

ol les z; et y; sont les coordonnées de x et y dans la base canonique de R™. Si on
note X la matrice vecteur colonne constituée des x; et Y la matrice vecteur colonne
constituée des y;, on a aussi

(w,y) ="XY .

On constate alors tres facilement que les matrices orthogonales préservent le produit
scalaire, et donc en particulier aussi 'orthogonalité (d’olt une autre explication
possible du nom qui leur est donné). Plus précisément, on montre tres facilement
que si P est orthogonale, alors pour tous X,Y,

HPX)(PY)='XY

et ce tout simplement puisque *(PX)(PY) = ‘X (*PP)Y et 'PP = 1d,, lorsque P
est orthogonale. En particulier si X et Y sont orthogonaux, alors PX et PY le
sont aussi.

On passe maintenant a la transcription du théoréeme spectral du language des en-
domorphismes symétriques au language des matrices, ce qui donne lieu au théoreme
suivant.

Théoréme 21.1. Soit A une matrice réelle symétrique. Il existe alors une matrice
orthogonale P, donc telle que P~' = 'P, pour laquelle la matricc P~1AP est
diagonale. En particulier, une matrice symétrique est diagonalisable.
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Démonstration. Soit A une matrice symétrique n x n. On considére F un R-espace
vectoriel de dimension n, {-,-) un produit scalaire sur E, et B = (ej,...,e,) une
base orthonormale de E. Par exemple, E = R", (-, ) le produit scalaire euclidien,
et B la base canonique de R™. On construit ’endomorphisme f € End(F) de E par

Mgps(f)=A.

Puisque A est symétrique, et B est orthonormale, f est aussi symétrique. Il existe
donc, en vertue du théoréme vu plus haut, une base orthonormale B de E qui
diagonalise f, et donc pour laquelle Myg;(f) est diagonale. En vertue de la formule
du changement de base vue dans les chapitres précédents,

MB *(f) = MZ;LBMBB(JC)MB—)B :

Si P = My_, 3, alors P est orthogonale, a savoir P~! =*P, et la formule précédente
nous dit que P~1 AP est diagonale. D’ou le théoréme. O

Exercice: Soit A une matrice réelle symétrique. On suppose qu'’il existe p € N*
tel que AP =0 (on dit que A est nilpotente). Montrer que A est la matrice nulle.

Solution: Comme A est symétrique elle est diagonalisable. En particulier il existe
une matrice orthogonale P (i.e. P~! =!P) et une matrice diagonale D telles que

‘PAP=D .

On en déduit que

‘PAPP = D" |
et si AP =0 alors DP = 0. Si la diagonale de D est constituée des A;, alors DP est
encore diagonale et elle est constituée des \?. On a donc A = 0 pour tout 4, donc

Ai = 0 pour tout i. Par suite D = 0. Comme P est inversible et P~' =P, on a
que A= PD!P. Dot A= 0. O

A titre de remarque, il faut faire attention au language des matrices. En général
on ne retient que la derniére affirmation du théoréme (une matrice symétrique est
diagonalisable) en oubliant I'information supplémentaire importante que la matrice
qui “la diagonalise” peut-étre choisie de sorte qu’elle soit orthogonale. Cela corre-
spond au fait qu'un endomorphisme symétrique est diagonalisable dans une base
qui peut étre choisie orthonormale.

Lemme 21.2. Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie n muni d’un
produit scalaire. Si B et B sont deuz bases de E, si B est orthonormale, et si
My _ 5z est une matrice orthogonale, alors B est aussi une base orthonormale.

Démonstration. On note (-,-) le produit scalaire placé sur E, et on note B =
(e1,...,en), B=(€1,...,€,). Soit de plus ® et ¥ les endomorphismes de E définis
par
<I>(el) = él et ‘l’(él) = €;
pour tout 7. Alors ¥ = &1, et Mpg(P) = Mpg_, 5. En particulier,
Mpp(V) = Mpp(®) ™! (puisque ¥ = &~ 1)
="Mpp(®) (puisque Mpy_, 5 est orthogonale)

et il suit que I'on a aussi ¥ = ®*, I’adjoint de ®. Donc, pour tous z,y € F,

(@(x),y) = (z, ¥(y)) -
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En particulier, pour tous 7,5 = 1,...,n,
(€i,€5) = (B(eq), &)
= (e:, U(¢;))
= (ei,¢5)
et puisque B est orthonormale, B lest aussi. Dot la preuve du lemme. [

Exercice: Soit A la matrice
3 2 4
A=12 0 2
4 2 3
Montrer que A est diagonalisable. Trouver une matrice orthogonale P pour laquelle
tPAP est diagonale.

Solution: La matrice A est symétrique, donc diagonalisable et il existe P or-
thogonale telle que PAP est diagonale. Soient E = R3, (-,-) le produit scalaire
euclidien de R3, B = (e1, 2, e3) la base canonique de R? (elle est orthonormée) et
f € End(R?) 'endomorphisme défini par

Mgps(f)=A.

Alors f est diagonalisable, qui plus est dans une base orthonormée B pour (-,-).
La matrice orthogonale P recherchée est alors donnée par P = My_, 5 (cours). Le
polyndéme caractéristique de f est donné par

P(X)=-X(X-3)*+24X +8=—-X>+6X?+15X +8.
On remarque que P(—1) = 0. Par suite P se factorise en
P(X)=—(X+1)(X?+aX —8)
avec a € R. On trouve a +1 = —6 et a — 8 = —15 de sorte que a = —7. Par suite
P(X)=—(X+1)(X?-7X —8)
=—(X+1)*(X-8).
Les valeurs propres de f sont —1 et 8. Soient E_; et FEg les espaces propres

associés. On sait déja que Eg est de dimension 1, et comme f est diagonalisable
FE_1 est forcément de dimension 2. On trouve que

E_; ={(z,y,2) /| 2 +y+ 22 =0}
={x(1,-2,0) 4+ 2(0,-2,1) , =,z € R} .
Soient u = (1,—2,0) et v = (0,—2,1). Alors (u,v) est génératrice pour F_;. On
vérifie facilement que (u,v) est aussi libre. Donc (u,v) est une base pour E_;. On

orthonormalise maintenant (u,v) en appliquant Gram-Schmidt. On a |jul|? = 5.
On pose

™

On calcule
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On pose
4 2
V=0 — <’l),él>él = (—,—, 1)
5
On a
- 45 9
lolP =52 == .
25 5
On pose

€y =

Vo <_4 2 ﬁ)
3 3v5  3v5 3
Alors (€1, é2) est une base orthonormée de E_;. Indépendamment, on trouve que
By ={(z,y,2) [ v =2 =2y}
={y(2,1,2), y e R} .

Donc Ejg est la droite vectorielle de vecteur de base w = (2,1,2). On a ||w| = 3.

On pose
~ 1 212
€3 = ;W= 579 o .
3 33’3

Alors (cours) la famille B= (€1, €2, €3) est une base orthonormée et si

1 __4 2
o [A T
- NG 3v5 3
0 V5 2
3 3
on a que
-1 0
tPAP=| 0 -1
0 0 8

22. DECOMPOSITIONS D’ IWASAWA ET DE CHOLESKY

On aborde ici deux décompositions (écritures) particulieres des matrices carrées
(inversible pour l'une, symétrique définie positive pour l'autre). La premiere des
deux décompositions, dite d’Iwasawa, ou encore décomposition QQR, concerne les
matrices inversibles (il y a plus général pour les matrices n x p avec n > p).

Théoréme 22.1 (Décomposition d’Twasawa d’une matrice inversible). Soit M une
matrice carrée n X n inversible. 1l existe alors Q) orthogonale n xn et R triangulaire
supérieure n X n a4 diagonale strictement positive telles que M = QR.

Démonstration. Soit R™ muni du produit scalaire euclidien (-,-). Soit B la base
canonique de R™. Elle est orthonormale pour (-,-). Comme M est inversible il
existe une (et une seule) base B’ de R™ telle que

Mp g =M .

On note B” la base orthonormale obtenue & partir de B’ par le procédé d’orthonormalisation
de Gram-Schmidt. On note

Q= Mp_pr et R= Mpr_.p .
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Comme B et B” sont orthonormales, ) est orthogonale. Soit Id application linéaire
identité de R™. On écrit que

Mp_,p = Mpp(ld) = M

Mp—pr = Mprs(ld) = Q

Mprp = Mpp(Id) = R .

On rappelle la formule de composition: si

(Ev.B1) 5 (By, By) % (B3, By)
alors
MBIBS (g o f) = MB253 (g)MBle (.f) .
Clairement, Id = Id o Id et donc
MB’B(Id) = MB”B(Id)MB’B” (Id) 5

soit encore M = @QR. 1l reste a prouver que R est triangulaire supérieure a

diagonale strictement positive. Cela tient au fonctionnement méme du procédé
d’orthonormalisation de Gram-Schmidt. Notons

B = (e,....e) et B =(ef,...,el).
Le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt fonctionne de tel facon que
(i) Vk = 1,...,n, Vect(e],...,e}) = Vect(e], ..., eL)
k—1
(it) Vk =1,...,n, e} = \pe), + Zaike;
i=1
ou A\; > 0 pour tout k puisqu’il s’agit en fait de I'inverse d’une norme d’un vecteur
non nul. On déduit de (i) et (ii) que R = Mpr_,p est triangulaire supérieure de
diagonale les /\,:17 donc a diagonale strictement positive. D’ou le théoreme. O

On aborde maintenant la notion de matrice symétrique définie positive.

Définition 22.1. Soit A une matrice symétriqgue n x n. On dit que A est définie
positive si pour tout vecteur colonne non nul X a n lignes, L XAX > 0.

Une matrice symétrique est diagonalisable. On montre le théoréme suivant.

Théoréme 22.2. Soit A une matrice symétrique. Alors A est définie positive si
et seulement si ses valeurs propres sont toutes strictement positives.

Démonstration. Soit A une matrice symétrique n x n. En vertue du théoreme
spectral il existe P orthogonale n xn et D une matrice diagonale n x n, de diagonale
les valeurs propres de A répétées avec leur multiplicité, telles que tPAP = D. Pour
X un vecteur colonne non nul & n lignes, on pose Y =*PX. On a

'yDY ='(*PX)D(*PX)
='X(PD'P)X
='XAX .
Comme P est inversible, il est clair que
VX #0, ' XAX >0
s VY £0,'YDY >0.
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Notons A1,..., A, les éléments qui composent la diagonale de D (donc les valeurs
propres de A répétées avec leur multiplicité). Si on note y1, ..., y, les éléments qui
composent les vecteur colonne Y,

n
'YDY = Ay .
i=1
On voit donc que 'Y DY > 0 pour tout Y # 0 si et seulement si A\; > 0 pour tout
i =1,...,n. En d’autres termes, en raison de I’équivalence ci-dessus, A est définie
positive si et seulement si ses valeurs propres sont toutes strictement positives. Le
théoreme est démontré. (]

On aborde maintenant la décomposition de Cholesky des matrices symétriques
définies positives.

Théoréme 22.3 (Décomposition de Cholesky des matrices symétriques définies
positives). Soit A une matrice symétrique n X n définie positive. Il existe alors
une matrice R triangulaire supérieure o diagonale strictement positive telle que
A="tRR.

Démonstration. Soit A symétrique n x n définie positive. En vertue du théoreme
spectral et du théoreme précédent il existe P orthogonale n x n, et D diagonale
n X n a diagonale strictement positive constituée des valeurs propres de A, telles
que {PAP = D. On commence par montrer qu’il existe M inversible n x n telle

que A = *MM. Notons \i,...,\, les éléments qui composent la diagonale de
D (donc les valeurs propres de A répétées avec leur multiplicité). On définit la
matrice diagonale D’ dont la diagonale est constituée des v/A;, i = 1,...,n. On a
alors D = D'D’. Puisque P est orthogonale,

A=PD'P .
On pose P ='P. Comme D’ = D' puisque D’ est diagonale,

A=t'PD'D'P

— tjjt D/Dlp

=Y(D'P)(D'P)

=t'MM

si on pose M = D’ P. Les \/\; sont tous strictement positifs, donc non nuls, et donc
D’ est inversible. Comme P est aussi inversible, M est inversible. D’ou 'affirmation
ci-dessus. Maintenant, d’apres la décomposition d’Iwasawa, Il existe @) orthogonale
et R triangulaire supérieure & diagonale strictement positive telles que M = QR.
Mais alors,

A="(QR)(QR)
— thQQR
='RR

puisque @ étant orthogonale on a que ‘QQ = Id,, la matrice identité n x n. D’ou
le théoreme. O

On peut montrer que la matrice R triangulaire supérieure a diagonale strictement
positive dans la décomposition de Cholesky est unique.
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23. DECOMPOSITION SVD

On aborde ici la décomposition SVD (pour “singular value decomposition”) dans
le cadre spécifique des matrices carrées inversibles (il y a plus général pour les
matrices n X p). Le premier résultat que 'on démontre est le suivant.

Lemme 23.1. Soit A € M, (R) une matrice carrée inversible n x n. La matrice
M =1tAA est alors symétrique définie positive.

Proof. 11 est clair que M est symétrique puisque
‘M ="A"("A) ="AA=M .
Par ailleurs, si X est un vecteur colonne de R™, alors
EXMX ='X"AAX
— {(AX)(AX)
= (AX, AX) ,

ol (-,-) est le produit scalaire euclidien de R™. Donc, {XMX > 0 et il y a égalité
a zéro si et seulement si AX = 0, soit si et seulement si X = 0 puisque A est
inversible. Par suite, *X M X > 0 pour tout vecteur colonne non nul X de R™. Le
lemme est démontré. O

Les valeurs singulieres d’une matrice A sont les o; = +/A;, ou les \; sont le
valeurs propres de la matrice symétrique *AA. Dans notre cas les o;, répétés avec
la multiplicité des A;, sont tous strictement positifs.

Théoréme 23.1 (Décomposition SVD des matrices carrées inversibles). Soit A €
M, (R) une matrice carrée inversible n x n. Il existe alors U,V € M, (R) deux
matrices carrées orthogonales n x n pour lesquelles

A=VSU ,

ot ¥ = Diag(o1,...,0,) est la matrice diagonale composée des valeurs singuliéres
de A répétées avec la multiplicité des valeurs propres correspondantes.

Proof. On note (R™,(-,-)) l'espace euclidien standard et B la base canonique de
R™. Cette base est orthonormée pour (-,-). La matrice M = *AA est symétrique.
Par théoreme spectral elle est donc diagonalisable et il existe U orthogonale pour
laquelle

'UMU = Diag(c?,...,02) ,

n

la matrice diagonale composée des carrées des valeurs singulieres de A répétées avec
la multiplicité des valeurs propres correspondantes (on rappelle que o? = \; pour
tout i, ot les Ay,..., A\, sont les valeurs propres de M). Soit B’ = (uy,...,u,) la
base de R™ pour laquelle la matrice de passage Mp_, 5 est donnée par Mg_z = U.
Comme U est orthogonale, B’ est orthonormée. On note U; le vecteur colonne de
R™ constitué des coordonnées des u; dans la base canonique B. On a MU; = \;U;
pour tout 4 (les u; sont des vecteurs propres associés aux valeurs propres A;). On
pose
1
Vi = —AU;

T4
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ce qui fait sens car les o; sont strictement positifs en vertue du Théoreme 22.2 et
du Lemme 23.1. Soit V' la matrice dont les colonnes sont les Vi, ..., V,. Pour tous

i, 7,
1
<VHVJ> = <AUiaAUj>

I
<
b
=
g

= 7'_<Ui7 Uj>

1

et donc, puisque B’ est orthonormée, (V;,V;) = d;; pour tous ¢,j, ot les d;; = 1
si i = j et 0 sinon sont les symboles de Kroenecker. Donc B = (V1,...,V,,) est
orthonormée. On a V' = My ;s (matrice de passage de B a B) et donc V est
elle-aussi une matrice orthogonale. Or AU; = o;V; pour tout 4, soit encore

AU =VE

en termes de matrices. Puisque U~ = ‘U, il s’ensuit que A = VX!'U. Le théoreme
est démontré. 0

24. PREUVE DU THEOREME SPECTRAL - CAS GENERAL

Une des principales difficultés dans le cas général, ot la dimension n est quel-
conque, est de montrer que les valeurs propres d’un endomorphisme symétrique f
sont toutes réelles. On donne une preuve “a la main ” de ce fait lorsque n = 3.

Si n = 3, le polynéme caractéristique P de f est de degré 3. Donc de degré
impair, de sorte que P(x) — +oo lorsque © — Fo00. De plus P est une fonction
continue sur R. On en déduit qu’il existe forcément A; € R telle que P(A;) = 0. En
particulier, f a au moins une valeur propre réelle. Soit e; un vecteur propre (non
nul) associé a cette valeur propre A;. On compléte e; par des vecteurs eq, es pour
obtenir une base orthonormale B = (e, e2,e3) de E. Si D est la droite vectorielle
de base eq, et si F' = Vect(eg, e3), alors

E=DaF
Par ailleurs, puisque f est symétrique, et puisque B est orthonormale,
(fle2),e1) = (e, f(e1))

= Ai{ez, e1)

=0
De méme

(fles),er) =0

et on en déduit que la restriction f|r de f a F' définit un endomorphisme de F'. No-

tons B = (ey,e3). Alors B est une base orthonormale de F, et on vérifie facilement
que
A1 0 0
Mpp(f)=| 0 Mpa(fir)
0
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Comme f est symétrique, Mpps(f) est symétrique. On en déduit que Mgz(fir)
est aussi symétrique, et donc que fjp est un endomorphisme symétrique (car B
est une base orthonormale). Par ailleurs on voit que si Pg désigne le polynome

caractéristique de f, et si Pp désigne le polynome caractéristique de f|p, alors
Pu(X) = —(X = M) Pr(X)

On rameéne ainsi le cas de la dimension 3 a celui de la dimension 2, déja traité
ci-dessus. Puisque Mpggz(fip) est symétrique, Pr a toutes ses racines réelles. Par
suite, Pg a aussi toutes ses racines réelles.

On revient au cas n quelconque et on montre successivement que:
Etape 1 - Les valeurs propres de f sont réelles
Etape 2 - Les espaces propres de f sont 2 a 2 orthogonaux
Etape 3 - E est somme (dirécte) des espaces propres de f
Par suite f est diagonalisable, qui plus est dans une base orthonormale de F.

Etape 1: On affirme que si f € End(E) est un endomorphisme symétrique de
E, alors les valeurs propres de f sont toutes réelles au sens ou il existe des réels
A1,..., Ap et des entiers kq,...,k, pour lesquels le polynéme caractéristique P de

f se décompose en
P

P(X) = (—1)" T](X = A"
i=1
Pour démonter cette affirmation, on fait un petit détour par les nombres complexes.
Le tout est assez naturel dans la mesure ou C est un corps algébriquement clos, a
savoir tel que les polynomes sur C ont toutes leurs racines dans C. Le principe de
preuve est alors le suivant: par le choix d’une base orthonormale B de F,
1 - on définit un espace vectoriel complexe E€ qui étend E des réels aux complexes,

2 - on définit un endomorphisme f¢ de E¢ qui étend f,

3 - on construit le tout pour que f et f¢ aient méme polynome caractéristique, et
4 - on montre que les valeurs propres de f¢, a priori complexes, sont en fait réelles.
Soit donc B = (ey, ..., e,) une base orthonormale de E. On note E°le “compléxifié”

de F défini par

n

E°¢ = {Zziei , Zi € (C}

i=1
que 'on munit des opérations

<i ziei> + (i éiei> = -" (zl +2’i)6¢

i=1
A (i: Zi€i> = i()\zl)el
i=1 =1

pour A € C. Alors E¢ muni de ces deux opérations est un espace vectoriel com-
plexe (méme définition que les espaces vectoriels réels, mais on remplace R par
C). Clairement, E est un sous ensemble de E€. On étend alors f de E & E€ en
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définissant un endomorphisme f¢ de E€ (14 encore, méme définition que pour le cas
réel, mais on remplace R par C). On pose

fe (Z Ziei> = Zzif(ei)

Si Mgg(f) = (a;j), de sorte que f(e;) =), a;je;, on a encore que

n n n
i=1 i=1 \j=1
La restriction de f¢ & E vaut f. On définit maintenant la forme hermitienne (-, ).

sur E°€ par
n

_ 7
gzel,gzezc—g Z;

ousi z € C, Z est le conjugué de z. La restriction de (-,")e & E X E coincide avec
(-,-). Comme f est symétrique, les a;; sont symétriques au sens out a;; = a;; (cf.
section 1). Par définition méme de tous ces objets, on a alors que

<fc(z z}ei),szei>c = (Z z}ei,fc(z z2ei))e
i=1 i=1 i=1 i—1

n

pour tous Y., zte;, >, zZe; € E°. On trouve en effet que

n n n B
<fC(Z Zilei)7zzi2€i>c = Z aijzjl-ziz
i=1 =1

n
§ 1 §
- 1ezvfc 261 c

Pour en finir avec ces généralités, B est encore une base de E€ (c’est fait pour), et
on a que

Mpp(f°) = Mps(f)

Comme dans le cas réel, si E° est un espace vectoriel complexe de dimension finie
n, si B est une base de E€, et si f¢ est un endomorphisme de E€, un nombre
complexe A est une valeur propre de f¢, au sens ou il existe z € E°\{0} pour lequel
fe(x) = Az, si et seulement si

det(MBB(fc) — )\Idn) =0

ou Id,, est la matrice identité n x n. En d’autres termes, A € C est valeur pro-
pre de f€ si et seulement si elle annule le polynome caractéristique de f¢. Dans
notre cas, Mpp(f°¢) = Mpga(f), et le polynéme caractéristique de f¢ vaut donc le
polynome caractéristique de f. Un polynéme complexe a toutes ses racines dans C
car C est algébriquement clos. Notons Aq,..., A, les racines dans C du polynéme
caractéristique de f€, ou encore de f (ce qui revient au méme). Démontrer I’étape
1 consiste a démontrer que les Aq,..., A, sont en fait des réels. Pour j =1,...,p,
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notons z; = y ., z/e; € E°\{0} un vecteur propre de f¢ associé¢ & la valeur propre
Aj. On a vu que

(FeQ e Yy Aee = Q_slen f(Y_#lei))e
i=1 i=1 i=1 i=1

Or, par définition méme de (-, -)., et puisque f(z;) = Ajx;, on a que
n n n

(O Aei), > Aee =2 |

i=1 i=1 i=1

n . n . o n .
Q_zlen Qe =X ) _I=P
i=1 i=1 i=1

Sachant que Y., |2:f|2 # 0 puisque x; # 0, on obtient que A\; = A;, et donc que
Aj est réel. Comme j est quelconque dans {1,...,p}, il suit que les valeurs propres
de f sont toutes réelles. O

Etape 2: On affirme que les espaces propres d’un endomorphisme symétrique sont
deux a deux orthogonaux. Il s’agit 1a d’une affirmation simple a démontrer. Pour
le voir, on note A et u deux valeurs propres distinctes de f, et = et y deux vecteurs
propres de f respectivement associés aux valeurs propres A et u. Alors, puisque f
est symétrique,

(f(@),y) = (. f(y))
et donc
(>‘ - u)(x,y) =0
puisque f(x) = Az et f(y) = py. Comme X\ # pu, c’est que (x,y) = 0. L’affirmation
suit. (Il

Etape 3: On affirme que si f € End(FE) est un endomorphisme symétrique de
E, alors E est la somme directe des espaces propres de f. On démontre cette
affirmation par récurrence totale sur la dimension n de E. On sait déja (cf. le
cours d’algebre linéaire) que la somme des espaces propres est toujours dirécte. La
seule chose qu’il y ait a démontrer est que cette somme vaut ’espace tout entier.

3.1. On démontre l'affirmation pour n = 2 (on I’a déja fait, mais répétons tout
de méme Pargument). Soit donc E un R-espace vectoriel de dimension 2 muni d’un
produit scalaire, et f € End(E) un endomorphisme symétrique de E. Si f a deux
valeurs propres distinctes A1 et Az, alors on sait déja, cf. encore le chapitre 3, que
E est somme (directe) des espaces propres de f. Si maintenant f a une seule valeur
propre A1, et si E7 est le sous espace propre associé a Aj, on veut montrer que
E = E;. Notons e; un vecteur propre de f (pour A1). Sans perdre en généralité,
quitte & diviser e; par sa norme, on peut supposer que |le1]] = 1 (ou || - || est la
norme associée au produit scalaire). On compléete e par un vecteur es pour obtenir
une base orthonormale (e1,e3) de E. Alors

(fle2),e1) = (e2, f(e1))
= >\1<62,€1>

puisque d’une part f est symétrique, et d’autre part e; est un vecteur propre de f
pour A\;. Par suite

(flez2),e1) =0
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et donc la premiere coordonnée de f(ez) dans (eq, ez) est nulle. On en déduit que

fle2) = Xea
pour un certain A réel. Il suit que A est valeur propre de f, et que ey est un vecteur
propre de f. Donc A = A1, puisque nous avons supposé que f a une seule valeur
propre, et on a tout a la fois que e; € Fy et que e € Eq, de sorte que E = FEj.
L’affirmation est vraie lorsque n = 2.

3.2. On suppose que 'affirmation est vraie pour tout espace vectoriel E de
dimension k£ < n et tout endomorphisme symétrique de F, et on démontre qu’elle est
encore vraie pour tout espace vectoriel E¥ de dimension n+1 et tout endomorphisme
symétrique de E. On note E un R-espace vectoriel de dimension finie n + 1, (-, )
le produit scalaire sur F, f € End(E) un endomorphisme symétrique de E, et

A1,y ..., Ap les valeurs propres de f. Soit E; le sous espace propre associé a la valeur
propre A\;. On note F' = Ej l'orthogonal de F;. Alors
E=FE&F

comme on I'a démontré au chapitre précédent. En particulier, dimF < n (car
dimE; > 1). Une affirmation simple est que la restriction fjp de f & F définit
un endomorphisme de F. En d’autres termes que si ¢ € F alors f(z) € F. Pour
le voir on considére une base orthonormale (eq,...,e,4+1) de E ayant la propriété
suivante: les premiers vecteurs de la base, disons les (eq, ..., ex), forment une base
de E;. Alors, on I'a déja vu au chapitre précédent, les (ex+1,...,e,) forment une
base de F. Des lors, pour i =1,..., ket pour j=k+1,...,n,

<f(€j),6i> = <ej’f(ei)>

= Ai(ej, €)

=0
puisque f est symétrique, f(e;) = Are;, et la base (e,...,e,) est orthonormale.
Une autre fagon de dire les choses est que pour tout j =k+1,...,n,

f(e;) € Vect(ersi, ... en)
et donc que f|p réalise un endomorphisme de F. Par hypothese de récurrence,
puisque dimF < n, F est somme directe des espaces propres de fjr. Afin de finir
de démontrer 'affirmation de 1’étape 3, puisque F = F; @ F, il nous reste donc a
montrer que
(1) Valeurs propres de fjp = {)\27 ey )\p}, a savoir les valeurs propres de f hors
>\17
et que pour tout ¢ = 2,...,p,
(2) Espace propre de f associé a \; = Espace propre de f associé a ;.
Pour démontrer (1) et (2) on proceéde comme suit. Tout d’abord on remarque que

les inclusions
(i) Valeurs propres de fip C {)\2, ey )\p}

(ii) Espace propre de f|p associé a \; C Espace propre de f associé a \;
sont immédiates. Réciproquement, notons A un des A; pour ¢ = 2,...,p. Soit de

plus z un vecteur propre de f associé a la valeur propre \. On a vu a l’étape
précédente que les espaces propres de f sont deux a deux orthogonaux. Donc z est
orthogonal & tous les vecteurs de F1, ce qui signifie que = € F'. Donc x est aussi un
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vecteur propre de f|p, et A est valeur propre de fjp. On en déduit, puisque x est
un vecteur propre quelconque de f associé a I'une quelconque des valeurs propres
A2,...,Ap que les inclusions réciproques de (i) et (ii) sont vraies. Donc (1) et (2)
sont, vraies, et ’étape 3 est démontrée. [

Reste pour démontrer le théoreme 2.1 a collecter les informations des étapes 1 a 3.
D’apres ’étape 1, si f est un endomorphisme symétrique sur un R-espace vectoriel
de dimension finie, alors f a toutes ses valeurs propres réelles. D’apres 1’étape 2,
les espaces propres de f sont deux a deux orthogonaux. D’apres l'étape 3, E est
somme directe des espaces propres de f. On en déduit que f est diagonalisable.

De plus, siles E;, i = 1,...,p, sont les espaces propres de f, en notant ; une base
orthonormale de F;, on obtient que
B=(Bi....B,)

est une base orthonormale de E. Cette base diagonalise f: en d’autres termes, la
matrice Mpp(f) de représentation de f dans B est diagonale. Le théoréme spectral
en dimension quelconque est démontré.

25. INEGALITE DE KANTOROVITCH

On démontre ici I'inégalité de Kantorovitch qui est souvent utilisée pour mesurer
la vitesse de convergence dans les méthodes de gradient a pas optimal. Les vecteurs
x sont ici compris comme des vecteurs colonnes.

Théoréme 25.1 (Inégalité de Kantorovitch). Soit A € M, (R) une matrice n x n
symétrique définie positive. On note \y > -+ > A, les valeurs propres de A répétées
avec leur multiplicité et rangées par ordre décroissant. Alors

ol < (A7, ) (A~ 0,2 < 5 (/25 4+ 22) 2 (25.1)
4 >\n >\1

pour tout x € R™.

Démonstration. Comme A est définie positive les A; sont tous strictement positifs
(cf. Théoreme 22.2). Pour démontrer la double inégalité (25.1), par homogénéité
d’ordre 4 en z, il suffit de la démontrer pour les x de norme 1. Soit P orthogonale
donnée par le théoreme spectral, donc telle que

‘PAP =D

ou D = Diag()\q,...,\,) est la matrice diagonale dont la diagonale est constituée
des A1,...,A,. Comme P est orthogonale, si y = Pz et ||z| = 1, alors |ly]| = 1. De
plus,

<AZ‘,$> = <APy7Py>
= ("PAPy,y)
= (Dy,y)

et, de méme, (A~ 'z, x) = (D~ ly,y) (puisque P~! = tP). Démontrer (25.1) revient
donc a montrer que pour tout y de norme 1,

1 < (Dy,y)(D~1y,y) < i(\/§+ \/f)z : (25.2)
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Posons a; = y7. Alors .1 | o = 1 et

(Dy,y) = Zoz

n

_ a;
(D7 'y,y) = S
i=1 "t

Soit A > 0 fixé. On note fj la fonction définie pour = > 0 par

fA(x):x—i—%.

Un tableau de variation facile montre que la fonction fa atteint un minimum en
z = v/A. En particulier f; atteint un minimum en 1 qui vaut 2. Donc z + % >2
pour tout z > 0. On en déduit, puisque les a; sont positifs et les A; strictement
positifs, que

(Dy,y)(D~"y,y) z:ozzozjA

1,j=1

—Za —I—Z azaj

i<J

> Za + 220@0@
1<J
n

= (Zai)zzl.

i=1
L’inégalité de gauche dans (25.2) est démontrée. Pour ce qui est de l'inégalité de
droite, la plus importante, on remarque aussi a partir du tableau de variation de
fa (en considérant les trois cas A, < A\ < VA, Ay < VA< A et VA< N, < A1)
que pour tout x € [\, 1],

fa(z) <max(fa(Ar), fal\n)) -

On pose A = A1 \,. Alors
fA()\l) = fA()\n) — )\1 + )\n

et ainsi
(Dy,y) + MAn (D™ "y, y) ZazfA
< (M +An)2ai =M+ A
=1
Par suite
_ O+, — 06
(Dy,y)(D™'y,y) < O+ =0)
/\1)\17,

ou © = (Dy,y). La fonction ® définie pour © > 0 par
@()‘1 + )\n - @)

®(0) = ¥
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atteint un maximum en © = % et
(I)()\l + /\n) _ (A + /\n)2
2 AN,

1 )\1 )\n 2
“aWE VR
D’oui I'inégalité de droite dans (25.2). Le théoreme est démontré. O

26. CARACTERISATION DES VALEURS PROPRES

Soit A une matrice symétrique carrée n x n. On définit le quotient de Rayleigh
de A par

t
pour tout vecteur colonne a n lignes X # 0. Si f € End(R") est I’endomorphisme
de R™ dont la matrice de représentation dans la base canonique B de R™ est A, on
a encore que
(f(x), z)

B .
ou (-,-) est le produit scalaire euclidien, || - || est la norme euclidienne et x € R”
est le vecteur dont les coordonnées dans B sont données par les composantes de X.
On notera dans la suite R(x) ou R(X) selon le contexte.

R(X) =

Théoréme 26.1. Soit A une matrice symétrique carrée nxn. On note maintenant
A1 > - > A, les valeurs propres distinctes de A rangées par ordre décroissant.

Alors

A1 = max R(z)
zeR"\{0}

et le mazimum est réalisé par les x € E1, x # 0, ou Ey est [’espace propre associé
a la valeur propre 1. Ensuite,

A2 = max R(z)

z€E{\{0}
et le mazimum est réalisé par les x € Fo, © # 0, ou Fo est l’espace propre associé
a la valeur propre Ao. Et ainsi de suite de sorte que pour k € {0,...,p— 1},
Aot1 = max R(x)

r€(E1®--SEx)+\{0}

et le mazimum est réalisé par les v € Egy1, © # 0, ot les E; sont les espaces
propres associés aux ;.

Démonstration. On note f € End(R™) ’endomorphisme de R"™ dont la matrice
de représentation dans la base canonique B de R™ est A. La base B est alors
orthonormée (pour le produit scalaire euclidien) et A est symétrique. Par théoreme
spectral il existe B une base orthonormée qui diagonalise f. On note A > Ao >
<o >\, les valeurs propres de A (donc aussi de f) répétées avec leur multiplicité
et rangées en ordre décroissant. Si on rééerit le quotient de Rayleigh dans B, si on
note Z; les coordonnées dans B d’un vecteur = de R”, alors
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Clairement \; = \; et donc, puisque N <\ pour tout 7, R(x) < A1 pour tout x.
Par ailleurs, si € Eq et x # 0, alors R(z) = Ay puisqu’alors f(z) = A\jz. D’ou
A1 = max R(x)
zeR™\{0}
et le fait que le maximum est réalisé par les x € E1, « # 0. Soit k la dimension de
E,. Pour x € Ef,

et donc

On a 5\k+1 = Ay par notre choix de notation, et ainsi R(z) < Ay pour x € Ei,
x # 0. De plus, si € By alors f(x) = Aoz et donc R(z) = Ay. On a By C Ei- et
on a donc bien la encore la relation voulue. La relation générale se démontre de la
méme fagon. O

On peut aussi partir de la plus petite valeur propre A, puis remonter. On a alors

A, = min R(zx
P perni\{0} (z)
et le minimum est réalisé par les € E,, z # 0, ou E,, est I’espace propre associé
a la valeur propre \,. Ensuite,
A1 = min R(x
P zeEL\{0} (@)
et le minimum est réalisé par les x € E,_;, v # 0, ou E,_; est I'espace propre
associé a la valeur propre A,_1, et ainsi de suite.

27. CARACTERISATION DE COURANT-FISCHER

On présente ici la caractérisation de Courant-Fischer des valeurs propres d’'une
matrice symétrique. Dans cette caractérisation, on note toujours les valeurs propres
par ordre décroissant mais cette fois-ci répétées avec leur multiplicité.

Théoréme 27.1. Soit A une matrice symétrique carrée n Xn et A\y > --- > \, les
valeurs propres de A répétées avec leur multiplicité et rangées par ordre décroissant.
Pour k € {1,...,n} on note Fy l’ensemble des sous espaces vectoriels de R™ qui
sont de dimension k et S la sphére unité de R™ qui est donc constituée des vecteurs
de R™ qui sont de norme 1. On note f € End(R™) U’endomorphisme de R™ dont la
matrice de représentation dans la base canonique B de R™ est A. Alors

A = inf su ), T
k Fefwimngsﬁ( ), )

Sup duf (f@), @)

pour tout k € {1,...,n}, ou (-,-) est le produit scalaire euclidien.

Démonstration. La base B est alors orthonormée et A est symétrique. Donc f

est auto adjoint et, par théoréme spectral, il existe B = (éi,...,€,) une base
orthonormée qui diagonalise f. Donc f(é;) = A& pour tout ¢ = 1,...,n et les
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valeurs propres de f répétées avec leur multiplicité sont bien str les A1,..., A,.
Pour k € {1,...,n} fixé, on note

Ali(f) = ianE.Fn+1_k SupweFﬂS<f(‘r)7 il?>
MY (f) = subpe, infuepas{f(2), @

)
et on note encore Ey = Vect(éy,...,é) et F, = Vect(ék,...,€,). Sixz € Ei et
y € Fy, alors

k n
Fla)a) =S Na? = Mo et (Fw)y) = 3 A < Mellyll?
=1

i=k
ol les z; et y; sont les coordonnées de x et de y dans la base B et || - || est la norme
euclidienne. Dans les deux cas il y a égalité lorsque x = € ou y = é;. On en déduit
que

inf _(f(z),2) =\ S AL(f) et sup (f(2),x) = A 2 AE(f) .
reEpNS zeFpNS

Par suite
AR (f)y < xS AR ()
Soit maintenant F € F,41-. Automatiquement F N E; # {0} car dim(F) =
n+1—k dim(FEy) =ketk+(n+1—k) >n. Soit g € FN Ey. Quitte &
renormaliser on peut supposer que zg € S. On a alors
> > inf
xgl;g5<f(w),w> 2 (f(0),20) 2 Inf (f(x),2)
et il suit facilement en passant a 'infimum sur F € F, 41—, dans le membre de
gauche de cette double inégalité que A* (f) > . Donc A* (f) = \x. De méme, si
F € Fy alors F N Fy, # {0}. On prend g € F N Fy, avec 29 € S. On a alors que
su xT),T) > Tg),xo) > inf ), T
s (f(a).2) > {f(@o).a0) > inf (f().2)
et en prenant le supremum sur F' € F; dans le membre de droite de cette double
inégalité on obtient que A\, > A% (f). Au final, A* (f) = A% (f) = Ak et le théoreme
est démontré. O

28. PRINCIPE DU MAXIMUM DE KY FAN

Le principe du maximum de Ky Fan présente une autre vision de la caractérisation
des valeurs propres qui généralise la caractérisation du Théoreme 26.1. Si k =1 on
retrouve exactement la caractérisation classique du A\; du Théoréme 26.1.

Théoréme 28.1 (Principe du maximum de Ky-Fan). Soit A € M,,(R) une matrice
réelle symétrique n x n. On note A\1(A) > A2(A) > --- > A\, (A) les valeurs propres
de A répétées avec leur multiplicité et rangées en ordre décroissant. Pour tout
ke{l,...,n},

k k

XA = max > (AX; X)),

T (X1 Xk
=1 (X1, X )EO P

ot Oy est Uensemble des k-uplets (Xi,...,Xy) de vecteurs colonnes qui forment
une famille orthonormée de l'espace euclidien (R™, (-, -)).
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Démonstration. Par théoreéme spectral, il existe (Uy,...,U,) € O, qui est telle que
AU; = M\i(A)U; pour tout 4. On fixe k € {1,...,n}. Clairement,
k k
max AXZ‘,XZ' Z AUZ,UZ
(X1,..,X1k)EO ;< > ;< >
k
=2 AA)
i=1
Réciproquement,
k
max AX;, X;) = max Trace( X AX
(X150, Xk)EOK ;< ! l> (X1,..,Xk)EO ( )
ou X est la matrice n X k dont les colonnes sont les X1,..., X. Par suite,
k
max AX;, X;) = max Trace(AXtX
(X1 ..... Xk)GOk ;< > (Xl ..... Xk)EOk ( )

en raison du Lemme 29.1. Pour tout (Xi,...,Xy) € O,

‘XX =1,
ou I est la matrice identité k x k. Pour k = 1,...,n, si F; est le iéme vecteur
colonne de la base canonique de R*, alors
‘XXE; = E;
pour tout i =1,...,k. On a X; = XFE;. C’est donc un vecteur colonne non nul de
R™ et en appliquant X aux deux cotés de 1’égalité ci-dessus on obtient que
(X'X)X; = X;

Pour V € R™ un vecteur colonne de R™ on a aussi que
X'XV=0= (XX)('XV)=0 = 'XV =0
et donc, au final,
X'XV=0& 'XV=0
< (X;,V)=0pour tout i =1,...,k .

Soient Vjy1,...,V, des vecteurs colonnes de R™ qui completent la famille des X;
en une base orthonormée (Xi,..., Xk, Vit1,...,Vy) de R™. Si P est la matrice de
passage de la base canonique de R™ a cette nouvelle base, alors P est orthogonale
et

FP(XIX)P = <{;€ 8>

ot X!X est carrée n x n. On note x; cette matrice en blocs. Alors
Trace(AX"'X) = Trace(*P(AX'X)P)
= Trace(*PAP x 'P(X'X)P)
= Trace(*PAPxy) .
Si *PAP = (a;j) alors

k
Trace(*PAPYx}) = Za“ .
i=1
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Soit B = 'PAP. Les valeurs propres de !PAP sont les mémes (avec la méme
multiplicité) que celles de A. On note () une matrice orthogonale telle que

'‘QBQ =D
ou D est la matrice diagonale D = diag()\l(A) An(A)). En vertue de la
majoration de Schur du Lemme 30.1, ZZ 1 Qi < ZZ 1 Ai(A) et le théoreme est
démontré. O

29. TRACE D’UN PRODUIT DE MATRICES

Le résultat suivant est classique. Il est souvent énoncé dans le cas de matrices
carrées mais il fonctionne tout aussi bien dans le cas rectangulaire dont nous avons
eu besoin dans la preuve du Théoreme 28.1.

Lemme 29.1. Soit A une matrice k x n et B une matrice n x k. Alors AB est
une matrice k x k, BA est une matrice n x n et Trace(AB) = Trace(BA).

Démonstration. Soit A = (a;;) une matrice k X n et B = (b;;) une matrice n x k.
Alors AB = (c¢;j) est une matrice carrée k x k et BA = (d;;) est une matrice carrée

n X n avec
n k
= Z ambaj et dij = Z bzﬂagj .
a=1 p=1
On a alors
Trace(AB) Z Z Aiabai
i=1 a=1
tandis que

Trace(BA) Z Z bigag;

i=1 =1

k n
:Zzbaiaia (i:a7ﬁ=i)

i=1 a=1
et donc, méme dans le cas rectangulaire, Trace(AB) = Trace(BA). Le lemme est
démontré. 0O

30. MAJORATION DE SCHUR

Lemme 30.1 (Majoration de Schur). Soit A = (a;;) une matrice nxn. On suppose
qu’il existe Q une matrice orthogonale telle que *QAQ = D ou D = diag(\1, ..., \n)
avec \1 > -+ > \,. Alors pour tout 1 < k <mn, Zle ai < Zle i

Démonstration. L’existence de () impose que A est symétrique. Soit @ = (g;;). On
a A=QD!'Q et donc
n
2
=@
j=1

pour tous i,j. Comme ‘PP = P'P = I,, (matrice identité n x n), la matrice (p;)
est doublement stochastique au sens o

n n
Z%—zj = 1 pour tous 7 et quj =1 pour tous j .
j=1 i=1
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Soit 1 < k < n donné. Pour 1 < j < n on pose t; = S.F_, q;;- Alors 0 < t; <1et
>j—1tj = k. On écrit maintenant que

k k n k
Zaii — Z)\'L = th)‘j — Z)\'L
i=1 =1 Jj=1 =1

k

= Ztl/\z — Z)\l + (k‘— Zti))\k
=1 i=1 =1

n

k
=3 (=D — M) + ti(Ai — M)
=1 i=k+1
<0

puisque \; > A\ pour 1 <4 <k (et t;—1 < 0) et puisque \; < A\ pour k+1<i<mn
(et t; > 0). Le lemme est démontré. O
31. INEGALITES DE KY FAN ET DE VON NEUMANN

Une premiere inégalité de Ky Fan est donnée par le Théoreme 31.1. Si A est une
matrice symétrique réelle n x n et si 1 < k < n on note

k
D XA = M(A) + -+ Ak(4)

la somme ordonnée des k premieres valeurs propres de A, les valeurs propres
A(A) > XA(A4) > -+ > A (A) de A étant répétées avec leur multiplicité et
rangées en ordre décroissant. L’inégalité de Ky Fan ci-dessous découle facilement
du principe du maximum de Ky Fan donné dans le Théoreme 28.1.

Théoréme 31.1 (Inégalité de Ky Fan). Soient A, B sont deux matrices réelles
symétriques n X n. alors

k k k
SOAA+B) S I N(A) + DO NH(B)
i=1 i=1 i=1
pour tout 1 < k < n.

Démonstration. Soit 1 < k < n fixé. On utilise le Théoréme 28.1 pour écrire que

k k
4 _
SAALE) = max S (A + B X
k k

= <o ;W@-, Xi)+  max ;<BX1, X)

k k
=D AW+ I NB).
i=1 i=1
Le théoreme est démontré. 0

Une seconde inégalité, aussi répértoriée comme inégalité de Ky Fan, ou encore
de Von Neumann, est donnée par le théoreme suivant.
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Théoréme 31.2 (Inégalité de Von Neumann). Soient A, B deux matrices réelles
symétriques n x n. On note A\ (A) > Aa(A) > -+ > Ay (A) et M (B) > X2(B) >
<o > A (B) les valeurs propres de A et B répétées avec leur multiplicité et rangées
en ordre décroissant. Alors

Trace(AB) < Z)\i(A))\i(B) .
i=1
En particulier, (A, B) < *A(A)A(B) ot (-,-) est le produit scalaire canonique sur
M (R), A(A) est le vecteur colonne constitué des \i(A) et A(B) est le vecteur
colonne constitué des \;(B).

L’inégalité (A, B) < *A(A)A(B) est un raffinement de I'inégalité de Cauchy-
Schwarz classique puisque *A(A)A(B) < ||A|| x ||B|| une fois que I'on remarque
que

| Al|? = Trace(*AA) = Trace(A?) = Trace(PD?*' P) = Trace(D?)
(et pareil pour B) ou P orthogonale est telle que A = PD'P et D est la matrice
diagonale des A;(A) répétées avec leur multiplicité.

Démonstration. On démontre 'inégalité du théoreme par récurrence sur la dimen-
sion n. Sin = 1il n’y a rien a démontrer. Le résultat est vrai. On suppse le
résultat vrai pour toutes matrices symétriques A, B de tailles (n — 1) x (n —1). On
considere alors A et B symétriques de tailles n x n. Soit D la matrice diagonale des
Ai(A) répétées avec leur multiplicité. Soit P orthogonale donnée par le théoréme
spectral et qui est telle que {PAP = D. On a

Trace(AB) = Trace(* PABP) = Trace(D'PBP) .

On note B = tPBP. Alors B est aussi symétrique et B et B ont mémes valeurs pro-
pres avec mémes multiplicités, I’isomorphisme associé a P réalisant le passage des
espaces propres de B aux espaces propres de B puisque {PBU = \U < B(PU) =
AMPU). On note By; la diagonale de B. Alors

Trace(AB) = Z )\z(A)Bu
i—1

= 3 (A - M) B 0 )Y B

= Trace(AB) + A, (A)Trace(B) ,

ol A est la matrice diagonale (n — 1) x (n — 1) dont la diagonale est constituée des
Ai(A) = A (A),i=1,...,n—1, et ou B est la matrice (n — 1) x (n — 1) donnée par

- B C
B =
(e 3)
avec C' un vecteur colonne de taille n — 1 et d € R un réel. Clairement B est
symétrique. Le Lemme 32.1 d’entrelacement de Cauchy donne que si on note

M(B) > > Ayo1(B)
les valeurs propres de B répétées avec leur multiplicité et rangées en ordre décroissant

et
M(B) > > M\(B)
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les valeurs propres de B répétées avec leur multiplicité et rangées en ordre décroissant
(ce sont en fait les \;(B), comme déja dit), alors
AL(B) > M(B) > Xa(B) = Ma(B) > -+ > Ayl
> M\(B) > \ig1(B) 2 - 2 A1 (B) 2 \i(B)

Par hypothese de récurrence sur AB, sachant que A\;(A) > A, (A) et en raison de
I’entrelacement ci-dessus,

n—1 n
Trace(AB) < Y (Ai(A) = An(A)Xi(B) + An(A) D Ni(B)
<3 (uA) M (A)N(B) A (A) S A(B)
= Z Ai(A)XNi(B)

et on trouve donc que

Trace(AB) < > Xi(A)Ni(B)
i=1
puisque )\,»(E) = \;(B) pour tout i = 1,...,n. Le théoréme est démontré. O

32. LE LEMME D’ENTRELACEMENT DE CAUCHY

Soient Py, P, deux polynomes réels, respectivement de degrés n et n — 1, n > 2,
qui ont toutes leurs racines réelles \y > ... > A\, et ug > -+ > pp—1. On dit que
Py et Py s’entrelacent si

M2 2 A2 2N 2 > A1 2> 2 g1 2> Ay

Le lemme d’entrelacement de Cauchy, utilisé dans la preuve de I'inégalité de Von-
Neumann, est donné par le lemme suivant.

Lemme 32.1 (Lemme d’entrelacement de Cauchy). Soit A une matrice symétrique
réelle de taille nxn et soit B une matrice symétrique réelle de taille (n—1)x (n—1),

les deux matrices étant liées par
B C
A= (tc d) ’

ou C un vecteur colonne de taille n — 1 et d € R un réel. Les polynémes car-
actéristiques de A et B sont alors entrelacés.

Démonstration. On utilise la caractérisation de Courant-Fischer du Théoréme 27.1.
On note A; > ... > )\, les valeurs propres de A (donc les racines du polynéme
caractéristique de A) et py > -+ > p,—1 les valeurs propres de B (donc les racines
du polynéme caractéristique de B). Soit X un vecteur colonne de R?~*. On note
Y le vecteur colonne de R™ donné par

().
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On remarque que si f est 'endomorphisme de R™ dont la matrice de représentation
dans la base canonique de R"™ est A, et si g est 'endomorphisme de R”~! dont la
matrice de représentation dans la base canonique de R”~! est B, alors

YYAY = (f(Y),Y)
='XBX
= (9(X), X) .

Soit k € {1,...,n—1}. Etant donné F' un sous espace vectoriel de dimension n —k
de R"™1, on note F' = F x {0} le sous espace de R™ de dimension n — k construit
par assimilation de R*~! & R"~! x {0} C R™. En vertue du Théoréme 27.1,

M1 < sup (PXAX)
X€ES.NF

< sup ("YBY)
YeS,1NF

ou S, et S,_1 sont les spheres unités de R™ et R !. En passant & Iinfimum sur
les F sous espaces vectoriels de dimension n — k de R® ™!, on obtient, toujours avec
le Théoreme 27.1, que

Akl < i -
Les valeurs propres de —A rangées par ordre décroissant sont —\,, > -+- > —A; et
les valeurs propres de —B rangées par ordre décroissant sont —p,—1 > -+ > —pg.

La (k + 1)-éme valeur propre de —A est donc —\,_j tandis que la k-éme valeur
propre de —B est —p,—;. En appliquant ce que 1’on vient de démontrer & —A (et
donc aussi —B) on trouve que —A,—p < —pn—k pour tout k € {1,...,n — 1} et
donc que A\,_i > pn—k SOit encore que

Ak > g

pour tout k € {1,...,n — 1}. Le lemme est démontré. O

33. ENTRELACEMENTS D’'HERMITE ET DE CAUCHY

Une preuve plus simple du Lemme 32.1 d’entrelacement de Cauchy (il faut ici
comprendre n’utilisant pas la caractérisation de Courant-Fischer du Théoréme 27.1)
est donnée par S. Fisk (arXiv:math/0502408v1). Elle est basée sur la condition
d’entrelacement de deux polynémes diie & Hermite (que 'on admettra). Le résultat
est démontré dans Q. I. Rahman and G. Schmeisser, Analytic theory of polynomials,
London Mathematical Society Monographs. New Series, vol. 26, The Clarendon
Press Oxford University Press, Oxford, 2002, ISBN 0-19-853493-0. MR 2004b:30015

Lemme 33.1 (Condition d’entrelacement d’Hermite). Deux polynomes réels Py et
Py, avec degréPy = degréPy — 1, et Py et Py qui ont toutes leurs racines réelles,
s’entrelacent si et seulement si pour tout a € R, les polynémes Py + aPs ont toutes
leurs racines réelles.

On peut maintenant donner la preuve alternative que Fisk donne du lemme
d’entrelacement de Cauchy.

Démonstration alternative du lemme 32.1. Soit o € R fixé. Soient P; le polynome
caractéristique de A et P, le polynéme caractéristique de B. Par linéarité (pour
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étre exact par multilinéarité) du déterminant par rapport aux colonnes,

B -zl C
det( tc d—m—i—a)
B—al C B—zxI 0
—det< to dx)—i—det( to a)

= Pi(z) + aPs(z) .

B—xI C
Ma( tc d—x+a>

est symétrique. Elle a donc toutes ses racines réelles. On peut alors appliquer le
Lemme 33.1 et on obtient le résultat voulu. O

Or
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CHAPITRE 4
ESPACES HERMITIENS

On considere dans tout ce qui suit des espaces vectoriels sur le corps C des
complexes. La notion d’espace vectoriel sur C suit mot pour mot la définition des
espaces vectoriels sur R, mais maintenant avec une loi externe C x E — E (et
on peut donc multiplier les vecteurs par des complexes). Les définitions classiques
d’applications linéaires, de familles libres, génératrices et bases suivent facilement
en copiant les définitions du cas réel. Les choses changent un peu lorsqu’on parle
de produit scalaire. Le modele du produit scalaire dans R est (z,y) = zy qui donne
bien |z]|> = 2. Dans C la situation est plus subtile et on doit récupérer la norme
de R%. On a alors comme modele

(2,2)) = 22/
qui donne bien que [|2]|? = (2,2) = 2Z = 22 + 4? si 2z = 2 + iy. On perd donc la
notion d’application bilinéaire en vertue du passage au conjugué. Il faut introduire
d’autres notion et on parlera des lors de produit scalaire hermitien.

34. PREMIERES DEFINITIONS
On commence avec la définition des applications semi-linéaires.

Définition 34.1. Soient E, F deux espaces vectoriels sur C et f : E — F une
application. L’application f est dite linéaire siVA\, u € C etVa,y € E, f(Ax+uy) =
A(x) + puf(y). Lapplication [ est dite semi-linéaire si VA, u € C et Va,y € E,
fx 4+ py) = Mf(z) +1f(y), ot X et T@ sont les conjugués de X et p.

On poursuit avec la définition des formes sesquilinéaires et hermitiennes.

Définition 34.2. Soit E un espace vectoriel sur C. Une forme sesquilinéaire sur
E est une application B : E x E — C qui vérifie les deux points suivants:

(i) Yy € E, x — B(x,y) est linéaire sur F,

(i) Vx € E, y — B(x,y) est semi-linéaire sur E.
L’application B : Ex E — C est appelée une forme hermitienne si B est une forme
sesquilinéaire et st B(y,x) = B(z,y) pour tous z,y € E, ou B(x,y) est le conjugué
de B(z,y).

Une conséquence simple de la définition est que si B : Ex E — C est hermitienne,
alors forcément B(z,z) € R pour tout « € E (puisque B(z,z) = B(x,x) pour tout
xz € E). On aborde maintenant la définition des produits scalaires hermitiens, et
donc aussi des espaces hermitiens.

Définition 34.3. Soit E un espace vectoriel sur C. Un produit scalaire hermitien
(+,-) sur E est une forme hermitienne sur E qui est de plus définie positive au sens
ot (x,x) > 0 pour tout = avec la propriété que (x,z) =0 si et seulement si x = 0.
Un espace hermitien est un C-espace vectoriel de dimension finie qui est muni d’un
produit scalaire hermitien.

Un espace hermitien (E, (-, -)) possede une norme naturelle associée donnée par
lz]] = v/{x,x) pour tout x € E. La preuve est identique au cas réel et passe par
I'identité de Cauchy-Schwarz: Vx,y € E,

(@, ) <l <yl -
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Pour démontrer cette inégalité, on écrit que Vz,y € E, VA € C,
0 < []Az +y]*
=Nty z+y)
=Nz, Az +y) + (Y, \z+y)
= MPlle)l? + Mz, y) + My, @) + [yl
= APl + Mz, y) + Mz, y) + [yl -

On écrit que (z,9) = |(x,y)|e??. On pose A = te™* pour t € R. On a alors que:
vt € R,

t]|]* + 2]z, y)| + [ly[|* = 0 .
Comme dans le cas réel le discriminant du polynéme du second degré du membre
de gauche de I'inégalité doit donc forcément étre négatif ou nul, et on en déduit
I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Comme dans le cas réel, I’égalité dans 'inégalité de

Cauchy-Schwarz a lieu si et seulement si x et y sont colinéaires.

35. BASES ORTHONORMEES

Soit (E, (-,-)) un espace hermitien. Une base (ey,...,e,) de F est dite orthogo-
nale si (e;, e;) = d;; pour tous 4, j, ol les d;; sont les symboles de Kroenecker.

Théoréme 35.1. Tout espace hermitien posséde une base orthonormale.

Démonstration. Soit (E, (-,-)) un espace hermitien de dimension n. On applique le

procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt. On part d’une base (eq,...,e,)
de E. On pose
1
él = ——€71 .
lexll
Alors ||é1]| = 1. On pose maintenant u = ey + Aé;. On veut A € C tel que

(é1,uy =0. On a

(E1,u) = (E1,e2) + X,
et on pose ainsi A = —(€1, e2) = —(e2,€1). On est assuré que u # 0 car (e1,e2) est
une famille libre. On pose ensuite
1
el
Alors (€1,é2) est une famille orthonormale. Si n» = 2 on a fini (une famille or-
thonormale est automatiquement libre, et ayant le méme nombre de vecteurs que
la dimension il s’agit d’une base). Sinon, n > 3, et on recommence. On pose
u=e3+ A1 + péa. On veut A\, pu € C tels que (€1,u) =0 et (é2,u) =0. On a

(1,u) = (€1,e3) + A et (€z,u) = (€,€3) + 0 .

€2

On pose A = —(&y,e3) et = —(Eq,e3). Alors (é1,u) = 0 et (é,u) = 0. On est
assuré que u # 0 car (e, e, e3) est une famille libre. On pose

1

Tl

Alors Alors (€1, €3, €3) est une famille orthonormale. Sin = 3 on a fini (une famille

orthonormale est automatiquement libre, et ayant le méme nombre de vecteurs que
la dimension il s’agit d’une base). Sinon, n > 4, et on recommence. Etc. (]

€3
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On notera que le procédé de Gram-Schmidt permet de construire une base or-
thonormée avec une partie imposée comme base d’un sous espace vectoriel F. Plus
précisément, étant donné F' C E un sous espace vectoriel de E' de dimension k < n,
n la dimension de F, il existe une base orthornormée (es,...,e,) de E avec la
propriété que (ey,...,ex) est une base (orthonormée) de F.

Les coordonnées de = dans une base orthonormales sont les z; = (x,e;) = {e;, z).
L’expression du produit scalaire hermitien dans une base orthonormale est donnée

par (z,y) = 3, , 2.77-

36. REDUCTION DES ENDOMORPHISMES NORMAUX
On commence cette section avec la définition d’endomorphisme adjoint.

Définition 36.1. Soit (E,(-,-)) un espace hermitien. Soit u : E — E un endo-
morphisme de E (application linéaire de E dans lui-méme). Il existe un unique
endomorphisme u* : E — E de E tel que: Vx,y € E,

(u(x), y) = (z,u"(y)) -
On dit que u* est l’endomorphisme adjoint de u.

Cette définition releve plus du théoreme que de la définition. On doit montrer
lexistence et I'unicité de u*.

Démonstration. On considere (eq, ..., ey,) une base orthonormée de E. Si z,y € E
on note z; et y; les coordonnées de x et de y dans cette base. On a alors

n
(2,y) = Zﬂﬁi?i :
i=1

On considere la matrice complexe a;; qui représente u dans la base. Donc: Vj =

1,...,n,
n
u(ej) = Zaijei .
i=1
On définit u* : E — E I’endomorphisme de E donné par: Vi =1,...,n,
n
u*(e;) = ZaTjej .
j=1

Alors, pour tous x,y € E,

(u(x), y) = <Z @ijTjei, Zy¢€i>

.7 i

tandis que

(z,u*(y)) = <Z Ti€i, Z a;ijyie;)
d ¥
= Z AijYiZyj -
¥
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On a donc bien I'égalité (u(z),y) = (z,u*(y)) pour tous x, y, ce qui prouve l'existence
de u*. En ce qui concerne 'unicité, supposons qu’il existe deux endomorphismes
v,w de FE tels que: Vz,y € F,

(u(@),y) = (z,0(y)) et (u(z),y) = (z,w(y)) -

En posant 4 = v — w on obtient alors que

(z,a(y)) =0
pour tous x,y € E. En particulier: Vi,j, (e;,@(e;)) = 0. On en déduit (voir
I'expression des coordonnées dans une base orthonormée) que pour tout j, @(e;) =
0, puis que @ est I’endomorphisme nul. D’ou 'unicité. O

A titre de remarque on montre facilement que ©v** = u. On aborde maintenant
la réduction proprement dite.

Définition 36.2. Soit (E,{-,-)) un espace hermitien. Soit w : E — E un endo-
morphisme de E. On dit que u est normal s’il commute avec son adjoint, et donc
stuou* =u*owu. On dira par ailleurs que:

(1) w est unitaire si Vx,y € E, (u(z),u(y)) = (z,y),

(2) u est hermitien si u = u*,

(8) antihermitien si u = —u*.

Un endomorphisme hermitien ou antihermitien est clairement normal. Il en va
de méme d’un endomorphisme unitaire. En effet, d’une part

(z,y) = (u(z),uly)) = (z,u” o u(y))
pour tous z et y. Par ailleurs, Ker(u) = {0} si v est unitaire. Donc u est un
isomorphisme. On écrit alors que

(z,uou*(y)) = (wou™"(z),uou(y)) = (u™"(z),u*(y)) = (x,y)
pour tous z et y. Donc (z,u*ou(y)) = (z,uou*(y)) pour tous x et y. On en déduit
que v o u* = u* ou. On dit maintenant d’une base (eq,...,e,) qu'elle diagonalise
u si u(e;) = M\je; pour tout ¢ = 1,...,n. Les A\; € C sont les valeurs propres
de u (racines du polynéme caractéristique). Le théoréme de réduction concerne
les endomorphismes normaux (ce qui étend la condition v* = u du cas réel). Il
s’énonce de la fagon suivante.

Théoreéme 36.1. Soit (E,(-,-)) un espace hermitien. Pour tout endomorphisme
normal v de FE il existe une base orthonormée de E qui diagonalise uw. De plus, si
u est unitaire, les valeurs propres de u sont de normes 1. Si u est hermitien les
valeurs propres de u sont réelles. Si u est antihermitien, les valeurs propres de u
sont imaginaires pures.

Démonstration. C’est en fait la méme preuve que celle que 'on a faite dans le cas
réel, mais simplifiée ici par le fait que 1'on accepte de rester dans les complexes.
On montre la réduction par récurrence totale sur la dimension n de E. Sin =1 la
réduction est trivialement vraie. Il n’y a rien & démontrer. On suppose maintenant
que pour tout C-espace hermitien (F,(-,-)) de dimension inférieure ou égale a n
et tout endomorphisme normal u de F, il existe une base orthonormée de E qui
diagonalise u. On considére (F, (-, -)) un espace hermitien de dimension n + 1. Soit
aussi v un endomorphisme normal de E. Soit A\; € C une racine du polynome
caractéristique de u, et donc une valeur propre de w. Soit Ej espace propre
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associé & \;. On peut supposer que E; # FE (sinon il n’y a rien & démontrer). Avec
le théoreme 35.1, voir aussi la remarque suivant le Théoreme 35.1, on obtient une
base orthonormée (eq, ..., e, €xt1,.-.,ent1) de E telle que (eq, .. ., ex) est une base
orthonormée de E; (ici k = dim(F), dimension complexe). Soit F' l'espace vectoriel
engendré par (eyy1,...,€n). Alors F = Ej-, By = F* (i.e F est I'orthogonal de F;
et réciproquement) et on a que u(F) C F. En effet, Vo € F1, puisque u est normal,

u(u*(2)) = u” (u(z)) = \u*(z)

et ainsi, Vo € Eq, u*(x) € E; de sorte que v*(E1) C Eq. On écrit maintenant que
Ve € E1,Vy € F,

puisque u*(z) € E; et F' = Ef. Donc, comme z € E; est quelconque, on a montré
que u(y) € Ei- pour tout y € F, et ainsi u(F) C F comme annoncé. Par hypothese
de récurrence, il existe une base orthonormée (€xy1,...,€,+1) de F qui diagonalise
u restreint & F. Clairement, (e1,..., €k, €xt+1,-.-,6nt+1) est une base orthonormée
de E et, tout aussi clairement, elle diagonalise u. D’ou la partie réduction du
théoreme. Soit maintenant A € C une valeur propre d’'un endomorphisme u dun
espace hermitien (F, (-, -)), et soit & # 0 un vecteur propre associé. Si u est unitaire,
alors

(u(), u(w)) = N2[]]? = (2, 2) = ]
et ainsi, comme annoncé, on a bien que |A| = 1. Si u est hermitien, alors

(u(z), ) = Az||* = (2, u(2)) = XNz||?
et donc A = A de sorte que A € R. Enfin si u est antihermitien, alors

(u(z),z) = Njz||* = —(z,u(z)) = —A||?

et donc A = —\ de sorte que X est imaginaire pur. Le théoreme est démontré. [
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CHAPITRE 5
LA DIMENSION INFINIE

On commence par quelques notions de topologie. Soit X un ensemble quel-
conque. On appelle distance sur X toute application d : X x X — R vérifiant les
propriétés suivantes:

(1) Vo,y € X, d(z,y) =0 x =y,
(2) Vo,y € X, d(z,y) = d(y, v),
(3) (inégalité triangulaire) Va,y, z, d(z, z) < d(z,y) + d(y, z) .
Le couple (X, d) constitué d’un ensemble et d’une distance est appelé espace métrique.

Lemme 36.1. Tout espace vectoriel normé (E, ||-||) posséde une structure naturelle
d’espace métrique (E,d), la distance d associée a la norme étant définie par

d(z,y) = |ly — x|l
pour tous x,y € E.

Les propriétés (1), (2) et (3) caractéristiques des distances suivent trés facilement
des propriétés (1), (2) et (3) caractéristiques des normes. On a ainsi produit scalaire
= norme = distance.

Des lors que (E,d) est un espace métrique, on récupere plusieurs notions sur
E comme celles de boules ouvertes et fermées, d’ouverts, de fermés, de suites
convergentes et de Cauchy, d’application continue, etc. Si a est un point de
E, et si r > 0 est un réel strictement positif, on définit les boules ouvertes et
fermées de centre a et de rayon r par B,(r) = {x € E t.q. d(a,z) <1} et By(r) =
{z € F t.q. d(a,z) <r}. On a alors la définition suivante des ouverts et fermés.

Définition 36.3. Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé, et d la distance associée
all-|l. On dit qu'un sous ensemble Q@ C E de E est un ouvert de E si pour tout
point a € Q, il existe r = rq strictement positif, tel que By(r) C Q, ot By(r) est
la boule ouverte de centre a et de rayon r définie ci-dessus. On dit qu’un sous
ensemble F C E est un fermé de E si E\F est un ouvert de E.

Par convention () et F sont a la fois ouverts et fermés. En langage intuitif, qui
peut étre rendu précis: (i) un ouvert est un ensemble qui ne contient aucun des
points de sa frontiére, et (ii) un fermé est un ensemble qui contient tous les points
de sa frontiere. Un ensemble peut donc n’étre ni ouvert ni fermé. On montre sans
trop de difficultés que les boules ouvertes sont des ouverts et les boules fermées des
fermés.

Définition 36.4. Soit (E,|-||) un espace vectoriel normé, et d la distance associée
all |l Soit (xy)n une suite de points de E. On dit que (x,,), converge vers un
point x de E, sous entendu pour la distance d ou pour la norme || - ||, si

Ve > 0,IN € N t.q. VYn > N,d(zp,z) <€ .

On dit que x est la limite de la suite (x,), (elle est forcément unique). Lorsqu’il
ny a pas de confusion possible avec le choix d’une norme, on mote xr, — x ou

lim =z, ==x.
n—r—+oo

Les fermés sont caractérisés par la propriété suivante:
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Lemme 36.2. Un sous ensemble F' de E est un fermé de E si et seulement si pour
toute suite (), de points de F, si (xy,)n converge dans E, alors sa limite x est
forcément dans F'.

En remarquant (Pargument est intuitif mais il peut étre rendu précis) que tout
point de la frontiere d’un patatoide peut s’écrire comme limite d’une suite de points
intérieurs, ce lemme signifie juste que I’ensemble possede bien tous les points de sa
frontiere.

Démonstration. (i) Supposons tout d’abord que F' est un fermé de E, et soit (xy,)n
une suite de points de F' qui converge dans E vers un point . On veut montrer que
x € F. Par absurde, si z ¢ F, alors « € E\F, et comme F est un fermé, F\F est
un ouvert. Par définition d’un ouvert, il existe alors r > 0 tel que B, (r) C E\F. Or
par définition de la convergence de (zy,), vers z, il doit exister N tel que x,, € B, (r)
pour n > N. Mais comme z,, € F' et B,(r) C E\F, on obtient une contradiction.

(ii) A Dinverse, supposons que pour toute suite (z,,), de points de F, si (z,,),
converge vers un point  dans F, alors x € F. On veut montrer qu’alors F est un
fermé de E. La encore, on raisonne par I'absurde. Si F\F n’est pas un ouvert de
E, alors il existe x € E\F avec la propriété que pour tout r > 0, B,(r) N F # ().
On pose r = 1/n pour n € N, n > 1, et on fait varier n. On obtient alors une suite
(zn,)n de points de F telle que d(z,,,z) < 1/n pour tout n > 1. Donc, par définition
méme, (z,), converge vers x et, 1a encore, on récupére une contradiction. ([

La continuité des applications est définie comme suit.

Définition 36.5. Soient (E, ||-||g) et (F,||-||F) deuz espaces vectoriels normés, dg
la distance associée a ||+ || g, et dp la distance associée a ||-||p. Soient aussi X C E
un sous ensemble de E, a un point de X, et f : X — F une application définie sur
X et a valeurs dans F'. On dit que f est continue au point a, sous entendu pour les
distances dg et dp, ou pour les normes || - ||g et || - || F, si U'une des trois propriétés
équivalentes suivantes est vérifiée:

(i) img—q f(2) = f(a),
(it) Ve > 0,30 > 0 / Vo € X, dg(a,z) <& = dp(f(a), f(z)) <&,
(#ii) pour toute suite (x,)n de points de X wvérifiant que 113_1 Tp = a, ON a

forcément que ngr}rloo f(xn) = f(a).

Par extension, on dit que [ est continue sur X si f est continue en tout point de
X.

L’équivalence (i) < (ii) suit du fait que (ii) n’est quasiment rien d’autre que la
définition mathématique de (i). L’équivalence (i) < (iii) se démontre comme dans
R en remplagant les valeurs absolues de R par les normes des espaces E et F.

Une remarque simple mais importante est la suivante: si (E, ||-||) est un R-espace
vectoriel normé, alors l’application norme de E dans R, qui & x associe ||z||, est
continue sur E. On le voit en remarquant que |||ly|| — =[] < |ly — ||, soit encore
que |[ly|| = [|lz||| < d(z,y) on d est la distance associée & || - || (application est donc
méme lipschitzienne).
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Lemme 36.3. Soient (E,|| - ||lg), (F,||-||r) et (G,]| - |lg) trois espaces vectoriels
normés, X est un sous ensemble de E, Y est un sous ensemble de F tel que f(X) C
Y eta € X un point de X. Si f : X — F est continue en a, et sig:Y — G est
continue en f(a), alors go f : X — G est continue en a.

37. COMPACITE ET DIMENSION

Soit (E, || - ||) un R-espace vectoriel normé. Soit K C E un sous ensemble de
E. On appelle recouvrement ouvert de K toute famille (€2;);e; d’ouverts de E telle
que K C U;¢c; Q.

Définition 37.1. Soit (E,| - ||) un R-espace vectoriel normé, et soit K C E un
sous ensemble de E. Par défintion, K est un compact de E si de tout recouvrement
ouvert de K on peut extraire un sous recouvrement qui soit fini.

En d’autres termes, K C E est un compact de E si pour tout recouvrement
ouvert (£;);e; de K, il existe un sous ensemble fini {i1,...,3,} C I tel que K C

?:1 ;. Un théoreme important en topologie est le suivant, dit de Bolzano-
Weierstrass (ici énoncé dans le cas des espaces vectoriels normés, mais il possede
une version topologique).

Théoréme 37.1 (Théoreme de Bolzano-Weierstrass). Soit (E, || - ||) un R-espace
vectoriel normé, et soit K C E un sous ensemble de E. Alors K est un compact de
E si et seulement si toute suite de points de K posséde une sous suite qui converge
dans K.

En d’autres termes, K C E est un compact de E si pour toute suite (z,), de
points de K, il existe ¢ : N 7N, et il existe x € K, tels que x,(,,) —  lorsque n —
+00 (la notation ¢ : N 7 N signifie “application strictement croissante de N dans
N”). Plusieurs propriétés importantes se rattachent a la notion de compacité. Parmi
les résultats célebres on citera le théoréeme de Weierstrass (I'image d’un compact
par une application continue est un compact), et le théoréme de Tychonoff (tout
produit d’espaces compacts est compact). On pourra encore montrer le théoreme
suivant:

Théoreme 37.2. Soit (E,| - ||) un R-espace vectoriel normé, et soit K C E un
sous ensemble compact de E. Soit f : K — R une fonction continue sur K. Alors
f est bornée et elle atteint ses bornes.

Démonstration. Que f soit bornée, a savoir qu’il existe M > 0 tel que |f(z)] < M
pour tout x € K, suit facilement du théoréme de Weierstrass (un compact de
R est forcément borné). Montrons maintenant que f atteint son minimum (la
démonstration pour le maximum est identique, ou on peut changer f en —f). Soit

™= I

la borne inférieure de Pensemble { f(z),x € K}. Par définition, m est le plus grand
des minorants de cet ensemble et donc:

(i) Ve e K, m < f(z), et

(ii)Ve>0,3z € K / m< f(z) <m+e.
On pose € = 1/n pour n € N\{0}. On obtient ainsi 'existence d'un z,, € K tel

que Vn € N\{0},

1
m < f(z,) <m+— .
n
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Donc f(z,) — m lorsque n — 4+o00. Comme K est un compact, il existe p : N
N telle que (2y(n))n converge. Notons x sa limite. Une sous suite d’une suite
convergente étant convergente et de méme limite, on a encore que f(z,n)) — m
lorsque n — +o0. Par continuité de f en x il s’ensuit que f(x) = m. O

Un autre résultat fréquemment associé a la compacité est que toute application
continue sur un compact y est uniformément continue.

38. LE SECOND THEOREME DE RIESZ

On discute ici du second théoreme de Riesz. Pour rappel, en dimension finie, la
boule unité fermée est compact (les compacts de R™ sont les fermés bornés). Le
second théoreme de Riesz marque une rupture spectaculaire entre dimension finie
et dimension infinie.

Théoréme 38.1 (Second théoréme de Riesz). Soit (E,|.||) un espace vectoriel
normé, et soit B = By(1) la boule fermée de E de centre 0 et rayon 1. Alors E
est de dimension finie si et seulement si B’ est un compact de E.

Bien str le résultat restre valable si on remplace B’ par n’importe quelle boule
fermée B,(r). En particulier tout compact dans un espace vectoriel normé de
dimension infinie est d’intérieur vide (i.e ne contient aucune boule ouverte du type

B,(r), r > 0).

Démonstration. On montre que les compacts d’un espace vectoriel normé de di-
mension finie sont les fermés bornés de cet espace. En dimension finie n ’espace
est homéomorphe (et méme isomorphe) a R™ et, dans R™, les compacts sont
précisemment les fermés bornés (ce qui se démontre par extractions successives
de sous suites en utilisant le fait que les suites réelles bornées possedent des sous
suites convergentes). On utilise ici (cf. plus loin), que toutes les normes sur R”
sont équivalentes. En particulier, si E est de dimension finie, alors B’ est compacte.
Réciproquement, supposons que B’ est un compact de E. On veut montrer que F
est de dimension finie. Pour cela, on commence par remarquer que (Ba(%))a B’
est un recouvrement ouvert de B’. Par suite, et puisque B’ est supposé compact,
il existe des ay,...,a, € B’ tels que

1
B C U Bu.(3)
=1
Notons F' le sous espace vectoriel de E engendré par les a;, F = Vect(aq,...,a,).
Clairement, F est de dimension finie, puisque par construction, (ay,...,a,) est une

famille génératrice de F'. On va montrer que £ = F. On raisonne par ’absurde et
on suppose que F' # E. 1l existe alors € F\F. Notons

= inf [lz —y]| .
o= nf |z —y]

Puisque F' est de dimension finie, il existe & € F tel que o = || — Z|| (les fermés
bornés dans F' sont compacts). En particulier, « > 0. Soit maintenant y € F' tel
que

3a

< — <
a<le—yl <
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et soit z = (z —y). Alors z € B, et il existe ainsi i € {1,...,n} pour lequel

1
Tz =yl
2z € By, (3). On remarque maintenant que

v =y +llz—ylla;
appartient a F', et que
r=y+|z—ylz.

Ainsi
a < lz =y
= [l = yll-I1z — adll
3a 1 3o

<= ==

- 22 4
et on obtient donc une contradiction. Il s’ensuit que E' = F. En particulier, F est
de dimension finie. D’ol le théoreme. O

39. ESPACES DE BANACH ET DE HILBERT

Définition 39.1. Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé, et d la distance associée
all-1. Soit aussi (xn)n une suite de points de E. On dit que (z,)n est une suite
de Cauchy, sous entendu pour la distance d ou pour la norme || - ||, si

Ve > 0,IN €N t.q. Vp,q > N,d(zp,zq) < € .

En d’autres termes une suite (xy,), est de Cauchy si les x,, s’accumulent les uns
sur les autres quand n — +o0.

Une remarque simple est qu’une suite convergente est toujours de Cauchy. Il
suffit pour le voir d’écrire que

d(%hxq) < d(:CpJJ) + d(:cqﬂs) )

ou x est la limite de la suite. i les z, s’accumulent sur un point z, alors ils
s’accumulent les uns sur les autres.

Définition 39.2. Soit (E,||-||) un espace vectoriel normé. On dit que (E,||-||) est
un espace vectoriel normé complet, ou encore un espace de Banach, si toute suite
de Cauchy dans E pour || - || converge dans E pour || -||. Si la norme provient d’un
produit scalaire (-,-), on dit que (E,(-,-)) est un espace de Hilbert.

Des exemples d’espaces de Banach sont:

Ex.1: L’espace euclidien R™ muni du produit scalaire euclidien (z,y) = >, z;y;
est un espace de Hilbert.

Ex.2: L’espace £?(R) constitué des suites réelles (z,,), pour lesquelles la série

S a2 converge, muni du produit scalaire ((2,,)n, (Yn)n) = S0 g ZnYn, €St Un espace
de Hilbert.

Ex.3: Si (X,d) est un espace métrique, l'espace C%(X) des fonctions réelles
continues et bornées sur X, muni de la norme de la convergence uniforme || f||p« =
sup,cx | f(z)|, est un espace de Banach.

Il est bien str des espaces qui ne sont pas de Banach. Ces espaces sont forcement
de dimension infinie (comme on le verra plus tard).
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Définition 39.3. Deux normes || - ||1 et || - |2 sur un espace vetoriel E sont
équivalentes s’il existe des constantes Cp,Co > 0 telles que

Cillzlly < [lz]l2 < Coflz|x
pour tout x € E.
On vérifie que ’équivalence des normes préservent les notions de
(1) suites convergentes et limites,
(2) suites de Cauchy.

En particulier, si ||-||1 et ||-||2 sont équivalentes, alors (E, ||-||1) est un Banach si et
seulement si (E, ||-||2) est un Banach. Plus généralement, deux normes équivalentes
préservent la topologie.

Théoréme 39.1. Sur un espace vectoriel réel de dimension finie, deur normes
sont toujours équivalentes.

Démonstration. Pour simplifier, on va supposer que £ = R"™, méme si la démonstration
procede en fait de facon analogue pour E un espace vectoriel quelconque de dimen-
sion finie. On note ||.||o la norme standard de R™, définie par

z]lo =

Comme on s’en convaincra facilement, démontrer le théoreme revient & montrer
que toute norme ||.|| sur R™ est équivalente & ||.||o. Etant donnée ||.|| une norme sur
R™, et (e1,...,en) la base canonique de R™, on écrit que

n
lz1er + - 4 nenll <D fa] e -
=1

Par suite, et si

n
M=) |eill
i=1
on obtient que pour tout z € E,

Jall < M( max foil) < Mlfallo

Il s’ensuit que lapplication f de R™ dans R qui & x associe ||z|| est continue pour
I - [lo- Notons S la sphere unité de R™ pour ||.||o:

S={zeR"/|zo=1}.

Clairement, S est un fermé et borné de R™, donc un compact de R™. Il s’ensuit
que la restriction de f a S est bornée et qu’elle atteint ses bornes. Sachant que
pour z € S, f(x) # 0, puisque sinon on devrait avoir 0 € S, on obtient qu’il existe
un réel m > 0 tel que pour tout € S, f(x) > m. En d’autres termes, il existe
m > 0 tel que pour tout x € S, ||z|| > m. Si maintenant x est un vecteur non nul
quelconque de R™, en remarquant que mx € S, on obtient que pour tout z € R",
1

lz]] > mllz|lo. Posons pour finir A = maX(E,M). On voit alors que pour tout

r € R™,
1
Slallo < llzll < Allallo -
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D’ou le théoreme. g
On a alors aussi le résultat suivant.

Théoréme 39.2. Tout espace vectoriel normé de dimension finie est un espace de
Banach.

Démonstrration. Soient || - || la norme de E et B une base de E. On note || - [|o la
norme euclidienne de E définie par ||z[jo = /Y ., 27, ol les z; sont les coordonnées
de x dans B et n = dim(E). Alors (E, ||-||o) est un Banach (pour les mémes raisons
que R™ muni de la norme euclidienne est un Banach). Comme || - || est équivalente

a || - |lo d’apres le théoréme précédent, (E, || - ||) est aussi un Banach. O

40. APPLICATIONS LINEAIRES CONTINUES

On aborde la notion importante d’application linéaire continue. Pour mémoire,
une application linéaire d’un espace vectoriel F dans un espace vectoriel F' est une
application f : E — F qui vérifie que f(z +vy) = f(x) + f(y) et f(Az) = Af(x)
pour tous z,y € F, et tout A € R.

Théoréme 40.1. Soient (E, ||.|g) et (F,|.||r) deuz espaces vectoriels normés, et

soit f : E — F une application linéaire de E dans F. Les trois propriétés suivantes
sont équivalentes

1) f est continue sur E
2) f est continue en 0
3)3IM >0 /Vz e E, |f(x)|r < M|z||e

ou f est dite continue si elle l’est en tant qu’application de l’espace vectoriel normé
(E,||.|g) dans Uespace vectoriel normé (F,||.|r).

Démonstration. L’implication 1) = 2) est immédiate. Supposons maintenant que
2) a lieu. Alors

Ve>0,In>0/Vz€E, ||z|lg<n = ||f(@)|r<c.

En prenant ¢ = 1 dans cette relation, on obtient ainsi qu’il existe > 0 tel que pour
tout € E, ||z||g < n entraine ||f(z)||r < 1. Etant donné x un point quelconque

de F, avec z # 0, on pose
n

y=-—"— .
2||zl e

En remarquant que ||y||g < 7, on obtient que || f(y)||r < 1. Par linéarité de f, cela

entraine que

I @)r < %uan .

On a ainsi montré que 2) = 3). Supposons pour finir que 3) a lieu. Etant donné
x € F, soit y € E quelconque. Alors

1f () = f@)lr=Ifly—2)lr -
de sorte qu’avec 3) on obtient que pour tout y € F,
1f(y) = f@)lr < Mlly - zl|p -

Donc f est lipschitzienne, et il s’ensuit que f est continue au point x. Ainsi, 3) =
1), et le théoréme est démontré. O
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Le théoréme suivant a lieu.

Théoreme 40.2. Soient (E,||.|g) et (F,|.|F) deuz espaces vectoriels normés. Si
E est de dimension finie, toute application linéaire de E dans F est continue.

Démonstration. Soit (e1, ..., e,) une base de E. On note ||.||; la norme de E définie
pour tout z = x1ey + -+ -+ x,e, de E par

n

Izl = |l -

i=1
Sachant que F est de dimension finie, et d’apres ce qui a été dit plus haut sur
I’équivalence des normes, il existe une constante réelle C' > 0 telle que pour tout
r € B, ||z||'s < C||z||p. Etant donnés f une application linéaire de E dans F, on

écrit que pour tout x = z1e1 + -+ + xpe, de E

1 (@)llr = szzf (ed)llF

n

< Iwil [ (ellr

N

< (: x ||f(e)llr)lllls
(:rrllax 1f(e)llr) 1]l -

Il s’ensuit qu’il existe un réel M > 0,

M = C(ii??_)fn 1f(e)lr) ,

tel que pour tout = € E, ||f(z)||r < M|jz||g. D’apres le théoréme précédent, cela
entraine que f est continue sur F. (I

L’espace des linéaires continues devient tres vite un Banach.

Théoréme 40.3. Soient (E,|.||g) et (F,||.|r) deux espaces vectoriels normés, et
soit L.(E, F) lespace vectoriel des applications linéaires continues de E dans F.
Soit || - ||z, (e, F) la norme sur L.(E, F') définie par

f(@)|lF
flloemy = sup WEE

z€E\{0} ||$HE
Alors non seulement || - ||z (g, ) est bien une norme sur L.(E, F), mais en plus,
Vespace (L(E, F), || - ||z.(e,F)) est un espace de Banach dés que (F, || - ||r) est un
espace de Banach.

Démonstration. On vérifie facilement que || - ||z (g 7) est bien une norme. On
montre que (L.(E, F),| - L. ) est un espace de Banach dés que (F\| - ||F)
est un espace de Banach. On considere (fy,), une suite de Cauchy dans L.(E, F).
Alors

Ve>0,dINeN/Vp,q>N, |fy = foll.er <€ . (1)

En particulier, par définition méme de || - ||z (g, r), on obtient avec (1) que
Ve>0,3NeN/Vpg>N, 6 Ve eFE,
1fp(z) = fo(@)[[r <ellz]m (2)
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La suite (f,(x))n est donc de Cauchy dans (F,|.|r). Comme (F,|.|r) est un
espace de Banach, elle converge dans (F, ||.||p). On note f(x) sa limite, et comme

x est quelconque dans E, on récupere une application f : E — F. Pour x,y € F et
A ER,

If(z+Xy) = f(x) = Af(W)lr
= |[f(@+ Xy) = falz + Xy) + ful(z) + Mfuly) — f(z) = Af(W)||F
< | f(z+Xy) = fulz + X))l r + [ fulz) = f@)F + M fuly) = F@)llF

pour tout n, puisque f, est linéaire. En faisant tendre n — +o00, on voit que f est
bien linéaire, a savoir que

flz+Xy) = f(z) +Af(y)

pour tous z,y € E et tout A € R. En faisant tendre p — 400 dans (2), avec g et €
fixés, par exemple € = 1 et ¢ = N, on voit aussi que pour tout z € F,

1f(@)lF = lf(z) = fo(x) + fo(2)llF
<cellzllg + || fo(@)lF
< (Ifallzoe,r +€) lzle -

En particulier, f est continue sur E. Reste & montrer que (f,), converge vers f
dans (Le(E, F), || ||z.(e,F)). Pour cela on revient & (2), on fait tendre ¢ vers I'infini,
et on prend ensuite le supremum sur les z € E\{0} dans la conclusion de (2). Alors

Ve>0,3INeN/Vp>N, sup M

<e (3)
2€B\{0} |zl =

et puisque € > 0 est quelconque, (3) n’exprime rien d’autre que la convergence de

la suite (fy), vers f dans (L.(E,F),| - ||z.(e,F)), & savoir une relation du type
\V/€>O, E'NEN/V]DZN, VZ‘GE, pr_fHLc(E,F) <e€.

L’espace (Le(E,F), | - ||1.(&,F)) est un espace de Banach. O

A titre de remarque, on a aussi

I fll.ce.r) = sup If (@)l F
{z€E / ||z||e<1}
ou encore
I fllz.e.r) = sup If(@)|F -

{e€E / llall =1}
En fait || f|z.(z,F) est le plus petit des réels M pour lesquels ||f(z)|r < M||z||p
pour tout x.

Une autre remarque importante mais simple a démontrer est que la composée
d’applications linéaires continues est encore une application linéaire continue. Le
résultat se démontre en écrivant que si f : E — F et g : F' — G sont linéaires, alors
pour tout z € F,

lgo f(@)lle < llgllr.crallf(@)lF
<lglle.cra)llflle.ce.mlzle -

En particulier, on voit que

lgo flle.e.c) S lglle.rayllfllL.eF) -
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41. PROJECTIONS ORTHOGONALES
Un premier résultat dont on aura besoin est le suivant.

Lemme 41.1. Soit (E,||-||) un espace de Banach. Soit F' un sous espace vectoriel
de E. Si F est un fermé de E, alors (F, || - ||) est aussi un espace de Banach.

Démonstration. Soit (z,), une suite de Cauchy dans F. La suite (z,), est na-
turellement de Cauchy dans E. Elle converge donc dans E. En vertue du Lemme
36.2 sa limite est dans F dés que F' est fermé. On en déduit que (z,), converge
dans F et (F,|| - ||) est ainsi un espace de Banach. Le lemme est démontré. O

On aborde maintenant le théoreme de projection orthogonale qui généralise a la
dimension infinie ce qui a été dit a la Section 16. Etant donnée un espace vectoriel
normé (E, | - ||), X C E un sous ensemble de F et x € E, on définit la distance
d(z,X) de z & X par

d(z,X)=inf d
(z, X) = inf d(z,y) ,

ou d est la distance associée a la norme de E.

Théoréme 41.1 (Théoréme de projection orthogonale). Soit (E,(-,-)) un espace
de Hilbert et soit F C E un sous espace vectoriel fermé de E. Il existe une unique
application Pr : E — F, dite projection orthogonale sur F, qui est telle que pour
tout x € F,
d(z,F)=d(z,Pp(x)) ,

ot d est la distance associée au produit scalaire de E. De plus, Pr(z) est entiérement
caractérisé par la condition que Pr(z) € F et la condition que v — Pr(x) € F+, ou
FL est l'orthogonal de F.

Démonstration. Soit 6 = d(x, F'). Par définition de d(zx, F) il existe une suite (y,)n
de points dans F' telle que

1
5 < d(ry) <64 (41.1)

n
pour tout n > 1. Soit || - || la norme associée au produit scalaire. En écrivant que
Ym + Yn — 22 = (Ym — ) + (Yn — @) €t que Ym — Yn = (Ym — =) — (yn — x), puis en
développant |lu+v||? = |Jul|? + ||v]|> +2(u, v), on remarque que pour tous m,n > 1,
20lyn = @lI* + 2llym — 2I* = ym + Yo — 22/° + llym — yall® - (41.2)

Or zpyp = W € F puisque F' est un sous espace vectoriel et donc

(Y + yn — 227 = 4d (2, 2.0 ) > 467 .
Avec (41.1) et (41.2) on obtient donc que

1 1
2004+ =) +2(64+ =) > 46> + |ym — ynll®
m n

pour tous m,n > 1, et donc (y,), est de Cauchy dans F. Comme F est un fermé
dans un Hilbert (donc aussi un Banach), (F,| -||) est un Banach en vertue du
Lemma 41.1. Donc y,, — y pour un y € F et, clairement, d(z,y) = d(x, F) par
(41.1). Supposons maintenant que y, z € F sont tels que d(z,y) = d(z, z) = d(x, F).
Comme pour I'établissement de (41.2),

20y — zl* + 2]z — 2l = ly + 2 — 22> + = — y||* . (41.3)
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Et comme % € F, on récupere que 46% > 46% + ||z — y||?, donc que z = y. Ainsi
il existe un et un seul y € F qui est tel que d(z,y) = d(z, F). On pose alors
Pr(z) =y. On a donc,

|z — Pr(z)| < |lz— 2| (41.4)
pour tout z € F. Soit zZ € F quelconque. Comme F' est un sous espace vectoriel,
z = Pp(x) + Z est encore dans F'. Donc

lz = Pr(z) = 2||* > ||z — Pr(2)|?
et en développant on trouve que
1212 > 2(x — Pr(x), 3)
pour tout z € F. En particulier, étant donné z € F, on obtient que pour tout
teR,
2|22 = 2t(z — Pr(a),2) .
Une telle inégalité n’est possible pour tout ¢ que si (x — Pp(z),Z) = 0. Donc
r — Pp(z) € F-. Réciproquement, si z € F est tel que x — z € F- alors pour tout
yeF,
o = ylI* = llz — 2+ 2z — y|?

= llz =2l + 2 =yl + 2(z — 2,2 — y)

= |z =2l + [z —ylI* (carz—yeF)

> ||z — 2||?
et on obtient que ||z — z|| < ||z — y|| pour tout y € F et donc que d(z,z) = d(x, F)
puisque z € F'. Le théoreme est démontré. ([l

Du théoreme de projection dans le cas des sous espaces vectoriels on déduit
facilement le théoréme du supplémentaire orthogonal dans les Hilbert.

Théoréme 41.2. Soit (E, (-,-)) un espace de Hilbert. Soit F' C E un sous espace
vectoriel fermé de E. Alors E = F @ F*, ou F* est l'orthogonal de F.

Démonstration. On a toujours FNEF+ = {0}. Il reste donc “uniquement” & montrer
que E = F + FL. Comme E est un Hilbert et F est fermé dans E, la projection
orthogonale Pr : E — F existe en vertue du Théoreme 41.1. Pour tout x € F,

z = Pp(z) + (v — Pr(z)) ,

et comme Pp(z) € F et  — Pp(z) € F+, on obtient que E = F + F+. D'ou le
théoreme. g

42. LE PREMIER THEOREME DE RIESZ

Soit (E,||{-,-)) un espace préhimbertien. Soit aussi f € L(E,R) une forme
linéaire sur E. Si E est de dimension finie il est clair qu’il existe a € F, unique,
qui est tel que

f(@) = (a,z)
pour tout x € E. Pour le voir il suffit de considérer (eq,...,e,) une base or-
thonormée de (E,||(-,-)) puis de remarquer que pour tout = € E, f(x) = {(a,z) si
a est le vecteur de coordonnées les f(e;) dans la base (eq,...,e,). Cela démontre

Pexistence d’'un tel a. Pour l'unicité on remarque que si {(a,z) = (a’, z) pour tout
x € E, alors (a’ —a,z) = 0 pour tout z € E et donc, en particulier, pour z = a’ —a,
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ce qui implique que @’ = a. En dimension infinie cette preuve s’effondre mais le
résultat perdure dans le cas hilbertien des formes linéaires continues. On sait donc
caractériser toutes les formes linéaires continues dans le cadre hilbertien.

Théoréme 42.1 (Premier théoreme de Riesz). Soit (E,(-,)) un espace de Hilbert
et soit f : E — R une forme linéaire continue sur E. Il existe alors a € E tel que
f(z) = (a,x) pour tout x € E. De plus a est unique.

Démonstration. Sans perdre en généralité on peut supposer que f n’est pas iden-
tiquement nulle. Soit F' = Ker(f). Comme f est continue, F' est un sous espace
vectoriel fermé de E (ce que 'on vérifie facilement avec le Lemme 36.2). Donc, en
vertue du Théoreme 41.2, E = F @ F+. Soit b € F* tel que ||b]| = 1, o1 || - || est la
norme associée au produit scalaire. Un tel b existe car F' # E des que f n’est pas
identiquement nulle. Comme b # 0 on a que f(b) # 0 (car sinon b € FNF*). Pour
tout = € E il existe alors A € R tel que f(z) = Af(b) qui est une égalité dans R.
En particulier, pour tout z € F* il existe A € R tel que f(z) = Af(b). Mais alors
z—Ab€ FNF* etainsi z = Ab. Donc F* est de dimension un. Soit \g = f(b) et
a = A\gb. Alors a est un vecteur directeur (une base) de F- et f(a) = |lal|?>. Tout
x € E gécrit x =y + zavecy € F et z € F-. Donc tout = € E s'écrit x = y + Aa
avec y € F et A € R. On a alors f(x) = A\f(a) puisque f(y) = 0 tandis que

(z,a) = (y, a) + Ala|* = Af(a)

puisque y € F, a € F* et f(a) = |lal|>. Dou f(z) = (a,z) pour tout = € E.
Pour montrer l'unicité supposons que a,a’ € E sont tels que f(z) = (a,x) et
f(x) = {d,z) pour tout x € E. Alors (@’ — a,z) = 0 pour tout = € E et donc, en
particulier, ||a’ — a|| = 0. D’olt ' = a et on a bien existence et unicité d’'un a € E
pour lequel f(z) = (a,z) pour tout z € E. Le théoréme est démontré. O

43. APPLICATIONS MULTILINEAIRES CONTINUES

On considere FEy, ..., E,, F' des espaces vectoriels. On considere aussi
fiEi X X E, = F

une application de Fy X ... FE, dans F. L’application f est dite multilinéaire si
elle est linéaire par rapport a chacune de ses variables. En d’autres termes, f est
multilinéaire si pour tout point (aj,...,a,) € E1 X -+ X E,, et tout i = 1,...,n,
les applications partielles f; = E; — F' définies par

filw) = flai,...,qi—1,2,ai11,...,0,)

sont linéaires en tant qu’applications de E; dans F. Si (Eq, || ||g,)s---, (En, | &)
sont des espaces vectoriels normés, on place sur £ = F; X --- X E,, 'une des deux
normes équivalentes

X1 =

n n
Sl ou 1XI =3 fleile, (+)
i=1 =1
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ou X = (x1,...,2,). Elles sont équivalentes, comme on le voit par exemple en
montrant la double inégalité

n
>l
=1

B = ((l|lz]

Bt (Didrn <V | D llzill%, 5 et
i=1

n n
> lilly, < Vnmax||zi|s, < N A
=1 i=1

de sorte que
1
— X < IX|| < X
\/ﬁl\ I < IX]" <Vl X
pour tout X = (z1,...,z,) dans Ey X --- X E,.

Théoreme 43.1. Soient (E1,| - ||1),---, (En, || - |In), €t (F,]| - ||r) des espaces
vectoriels normés. Soit aussi f : E1 X --- x E, — F une application multilinéaire.
Les affirmations suivantes sont équivalentes:

(i) [ est continue en tout point de Ey X -+ X Ey,

(i) f est continue a Uorigine (0,...,0) de By X -++ X E,,

(i) IM > 0 tel que | f(z1,...,xx)||lF < M|zt X - X |2nlln pour tout
(X1y...,2n) € By X -+ X By,

ot la norme placée sur E1 X --- X B, qui sert a définir la continuité est ['une des
normes équivalentes ().

Démonstration. Comme dans le cas linéaire on montre que (i) = (i) = (iil) = (i).
Déja, il est clair que (i) = (ii). Supposons maintenant (ii). Alors

Ve>0, 3In>0/V(x1,...,zn), |(z1,. -, z0)|| <7

= ||f(1'1a s ,«xn)”F <e

ot, par exemple, ||(z1,...,2,)| = > i, ||z;i- On fixe e = 1. Soit (z1,...,2,) un
point quelconque de Ey x --- x E,. Sil'un des z; est nul, alors f(z1,...,2,) =0
(car f(0) = 0 pour une application linéaire), et (iii) est trivialement vérifié par
(z1,...,2n). On suppose maintenant que x; # 0 pour tout 7. Le point (y1,...,Yyn)
défini par y; = %M(]T\sz’ est alors tel que ||(y1,-.-,9n)|| < n». En particulier,
£y, yn)|lF <1, et puisque f est multilinéaire,

_ (A" 1
f(yla;yn)—(%) mf(xl,,l'n)

On a ainsi obtenu que

2n n n
1@zl < (n) TT il
=1

pour tout point (z1,...,2,) € E1 X --- x E,. Donc (ii) = (iii). Pour finir on
suppose (iii). Soient aussi X = (z1,...,2,) et Y = (y1,...,yn) deux points de
FEi x---x E,. On écrit que

f(yla"'ayn)7f($17"'axn)
= f(y1 — 21,92, Yn) + [(@1,92 — 2,93, ..., Yn)
+"'+f(xla-~-7xnflayn_xn) .
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Par exemple, lorsque n = 2,

fy,y2) — f(@1,22) = f(yr — 21, 92) + f21, 2 — 22) -

On fixe X = (z1,...,@y,). Si||Y = X|| <1, alors ||ly|l; <1+ ||z;]l; pour tout i, et il
existe ainsi K > 0, K = 1 + max; ||2;]|;, tel que ||z;]|; < K et ||y:]|; < K pour tout
i. Par suite, par inégalité triangulaire, et d’apres (iii),

1o ) = F@ree e < ME™ES s — il
i=1
= MK" Y - X|
Il s’ensuit facilement que
Ve>0,In>0/VY, Y -X||<n=||fY)—-f(X)|[r<e.
1l suffit de choisir 7 tel que n < 1 et n < /M K" 1. Donc (iii) = (i). Le théoreme

est démontré. 0

Etant donnés (Eq, | - [|1),---, (En, |l - |In), et (F,] - ||r) des espaces vectoriels
normés, on note L.(E1, ..., E,; F) I'espace des applications multilinéaires continues
de E1,...,E, dans F. L’espace hérite d’'une norme définie par

1 fll.E,... B0 ) = sup If(z1,. zn)llF -
zi€E;, ||z <1

On a alors que
1f (s an)lle S flloaen.pom lzalle X - lza]ln
pour tous (Z1,...,%,) € By X -+ X Ej.

Une définition équivalente de ||f||z.(&,.....z,;r) est qu'il s’agit du plus petit des
réels positifs M pour lesquels

[ (@1, zn)llr < M|zl X lzn]ln

pour tous (z1,...,2,) € E1 X -+- x E,. On pourra vérifier que le résultat suivant
a lieu. Il se démontre comme dans le cas des applications linéaires.

Théoreme 43.2. Soient (E1,| - |[1),---5 (En, || - |In), €t (F,]| - ||r) des espaces
vectoriels normés. L’espace (LC(El, oy Ens Bl - ||LC(E1,...,EW,;F)) est un espace de
Banach dés que (F,| - ||r) est un espace de Banach.

En dimension finie, les multilinéaires, comme les linéaires, sont toujours contin-
ues.

Théoreme 43.3. Soient (Ev, || ||1)s---5 (En,|l - lln) €t (Fy| - ||F) des espaces vec-
toriels normés. On suppose que les E; sont de dimensions finies. Toute application
multilinéaire f : By X -+ X E, — F est alors continue.

Démonstration. 1l suffit de montrer qu’il existe M > 0 tel que

[f(@1,. . za)llp < Mgy X - x [[@n]ln
pour tout (x1,...,x,) € Ey X -+ X E,. Notons my les dimensions des Ej et
(ek,.. .,e’fnk) des bases de Ey, k = 1,...,n. Pour tout x3 € Ej, on note 2%, ... ,xﬁ%
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les coordonnées de z;, dans la base (ef,...,e* ), k=1,...,n. Par équivalence des
1 s S my /o ’ )

normes en dimension finie, pour tout k = 1,...,n, il existe Cx > 0 tel que

my

Z(xi‘“)Q < Ckllz|x

i=1
pour tout xp € Ex. Pour i1 € {1,...,m1},...,i, € {1,...,my}, on note main-
tenant

Qiy . iy = f(e’}lﬂ cees 6;—1”) .
Pour tout (z1,...,2,) € E1 X -+ x E,, on a alors, par multilinéarité de f,
flx1,. . 2n) = Z xloalag
1eerin

et donc, puisqu’on a toujours |z;| < / jx?, on obtient avec ce qui a été dit
ci-dessus que

1@ z)lle =11 > a2l ai i lr

115-005tn

<Cr.Con > ag ezl znln

i15e0in

En posant M = C;...Cn > |las,. i, || F, on obtient I'inégalité voulue. Le théoréme
est démontré. 0

44. L’ISOMETRIE NATURELLE L.(E, L.(F,G)) ~ L.(E, F; Q).

On commence par définir ce qu’est une isométrie vectorielle entre espaces vec-
toriels normés. Soient (E, | - ||g) et (F,|| - ||r) deux espaces vectoriels normés et f
une application linéaire de E dans F'. On dit que f est une isométrie vectorielle de
(B, |- le) sur ([ - [|r) si:

(i) f est un isomorphisme de E sur F, et
(ii) [[f()llF = ||zl pour tout x € E .

En d’autres termes, une isométrie vectorielle est un isomorphisme qui préserve
les normes.

Bien siir f est continue (car, en particulier, ||f(z)||r < ||z||z pour tout z), et f~1
préserve aussi les normes (i.e || f~1(y)||z = ||yl pour tout y). En particulier, f~1
est continue, et f est un isomorphisme bi-continu (qui préserve les normes).

Théoreme 44.1. Soient (E,|-|g), (F,|lr), et (G,]-|lc) trois espaces vectoriels
normés. L’application

o: L(E,F;G) = L.(E,L.(F,G))
qui o f € L.(E, F;G) associe ®(f) € L.(E, L.(F,Q)), définie par
(@(f)(@)(y) = f(z,y)

pour tout x € E et tout y € F, est une isométrie vectorielle de (L.(E, F;QG),|| -
|Loe,ric)) sur (Le(E, L(F,G)), || - |L.(B,L.(F,c)))- En particulier, via ®, Iespace
L.(E,F;QG) s’assimile naturellement & lespace L.(E, L.(F,G)).
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On vérifie facilement que ® est bien bijective et que 'application réciproque de
® est I’application

&' L(E,L.(F,G)) — L.(E, F;G)
qui & f € L.(E, L.(F,Q)) associe ®~1(f) € L.(E, F;G) définie par
7N f)(x,y) = (f(2)) ()
pour tout z € E et tout y € F.

On démontre maintenant le théoreme.

Démonstration. On commence par montrer que ® et ®~! sont bien définies. Soit f
fixée, f € L.(E, F;G). Clairement, puisque f est bilinéaire, ®(f)(x) € L(F,G) (i.e
®(f)(x) est lindaire de F dans G) ou (®(f)(x))(y) = f(z,y). De méme, on vérifie
facilement que ®(f) € L(E, L(F,G)). Comme f est continue,
1@ y)lle <Ifleceraelzlelyle -

On en déduit que

(@£ (@) WDlle < (Iflle.eralzle)lyle -
et donc que ®(f)(z) € L.(F,G), avec

12(f)(2)]
Ensuite, on tire de cette inégalité que ®(f) € L.((E, L.(F,G)) et que

L.(r.6) < Ifll.erolzle -

12 e Loray <N fllLoera) - (*)

Donc ® est bien une application de L.(E, F; G) dans L.(E, L.(F,G)). Clairement,
® est linéaire en f. Avec () on récupere alors que @ est continue et que ||®| < 1.
De la méme facon on montre que &1 est bien définie, qu’elle est linéaire continue,
et que ||[®71|| < 1. Comme par ailleurs ® o ®~! = Id, en passant aux normes, on
trouve que

L< @7 x (@ -
Du coup, ||®| =1 et ||®~!|| = 1. En écrivant que

1fllL.cemic) = 127N L. < N7 X N lLoE .re) >

on en déduit que ||®(f)|.(z,L.ra)) = [IfllL.(&,Fc) et donc que @ est bien une
isométrie vectorielle. O

45. PRINCIPE DE CONTRACTION DE BANACH-PICARD

On traite ici du principe de contraction de Banach-Picard. C’est ce principe
de contraction qui est a la base de 'existence de solutions mild des équations de
Navier-Stokes. Dire qu’une application bilinéaire B : E x E — E, (E,|| - ||g) un
espace de Banach, est continue (cf. Section 43) c¢’est dire qu’il existe M > 0 tel que
pour tout z,y € E, |B(z,y)|lg < M||z|gllyl|g- Le plus petit de tels M est, par
définition, la norme ||B| 1, (g,g;5) de B.

Théoreme 45.1. Soit (E,|| - |g) un espace de Banach et soit B: Ex E — E
une application bilinéaire continue. On note © = ||B||L_(g,g;E). Soit e € E tel que
llellg < 1/4©. I existe alors une et une seule solution x. & l’équation

x=e— B(z,x)
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vérifiant que ||xz.|| < 2|le]|g. De plus, pour tout 0 < 6 < 1/40, si ej,eq € E
sont tels que |le1]|lg < 0 et |leallg < 0, alors ||xe, — Tey||E < Mple2 — e1||r, ot
My =1/(1 —4089).

Démonstration. On construit x. comme limite d’une suite construite itérativement
(ce qui est classique dans les résultats de type point fixe). On construit la suite
(z,,) par xg = e puis, pour tout n € N, par I'itération

Tnt1 =€ — B(z,, zy) .

On montre par récurrence que ||z, || g < 2||e||g pour tout n. L’amorce est clairement
vérifiée. Pour ce qui est de 'hérédité, si ||z, | g < 2|e|l g, alors

[2nt1lle < llelle + [B(@n, 2n)ll e
< llelle + OllznllE
< llelle + 40 |le| 3
< 2lelle
puisque |le||g < 1/40. On écrit maintenant que
Tpt1 — Tp =€ — By, ) — (e - B(xn_l,:cn_l))
= B(®p-1,%n-1) — B(xpn,xn)
= B(Xp-1 — Tn,Tn) + B(Tn-1,Tn-1 — Tp)
et donc, en vertue de ce que 'on vient de démontrer,

[2n41 = 2nlle = [[B(#n-1 — Zn, 2n) + B(Zp-1,2n-1 — 2n)| &
<NB(#n—1 = Zn, )| £ + [|B(@n—1,Zn—1 — 2n)||lE
< O(llzn-1llE + lzalle) |20 — 2n—1lle
< 20|le||pllzn — Tn-1lls -

Par suite, si A = 20||e||g, alors A < 1 et
[#n41 — anlle < A™21 — 20l

pour tout n. On en déduit par téléscopage et inégalité triangulaire que pour tous
p < q dans N,

q—1
lzg = zplle < (O A¥)llzy — olle
=p

k
< (A A
=\ 1-A T1 — To||E
Ap
< 7llzr —wolle

et donc, (x,) est une suite de Cauchy puisque AP — 0 lorsque p — +oo (car
0 < A < 1). Par suite z,, converge puisque l’espace est de Banach. On note z, sa
limite. Par continuité de B, et passage a la limite dans ’équation de récurrence
pour les z,, x. = ¢ — B(x,zc). On a donc bien une solution & notre équation.
Reste a montrer 'unicité de cette solution et la dernietre estimée de dépendance
continue par rapport aux données initiales. Les deux découlent d’'un méme type
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de calcul. Supposons que z,y sont deux solutions a notre équation, toutes deux
vérifiant ||z|| < 2|le||g et ||ly]] < 2|le||lg . Alors

ly —zlle = [1B(y,y) — B(x, z)||e
=[|B(y —z,2) + B(y,y — »)llp
<|Bly—zz)lg+[1B(y,y — 2)lle
< O(lzlle + llyle)lly — /e
<40|lelzlly - =lle -

Or 40|le||g < 1. Donc x = y. De méme, si e1,ea € E sont tels que |le1||g < 0 et
le2lle <0, 000 < 6 < 1/40, alors

[Ze, — Te, |E = |le2 — €1 + B(xe, Te,) — B(Teys e, )| E
= [lez —e1llp + [|B(e, — Teys Te,) + B(Teys Tey — ey )| E
< llez —erlle + 1B(wey = Ty, e )| & + 1B(wey, Ty — e, 2
<lle2 —erllz + O(lze, |2 + e, | ) |7e, — e, |l
<|le2 —e1l|lg + 400||ze, — e, || E -
D’otu 'inégalité de dépendance continue voulue. Le théoreme est démontré. O
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