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12. RETOUR SUR LA SIGNATURE p. 30
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37. COMPACITÉ ET DIMENSION p. 80

38. LE SECOND THÉORÈME DE RIESZ p. 81
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ALGÈBRE BILINÉAIRE

EMMANUEL HEBEY

1. Introduction

Ce cours fait suite au cours d’algèbre linéaire 3 du premier semestre. Il s’agira
ici de développer les bases de la théorie bilinéaire. Deux théorèmes marquants
sont au programme de ce cours: le théorème de Sylvester qui classifie les formes
quadratiques, et le théorème spectral qui revient sur la problématique de la diago-
nalisation des endomorphismes mais avec une approche nouvelle. Au passage nous
aborderons la théorie préhilbertienne, première étape avant le développement de la
théorie hilbertienne et de l’analyse sur les espaces vectoriels normés.

Cinq chapitres forment ce cours. La théorie des formes bilinéaires et quadra-
tiques, qui reprend l’analogie réelle (x, y) → xy et x → x2, est développée au
Chapitre 1. La théorie préhilbertiennes des espaces vectoriels munis d’un produit
scalaire est développé au Chapitre 2. Le théorème spectral et la théorie des en-
domorphismes symétriques sont traités au Chapitre 3. Les espaces hermitiens et
la réduction des endomorphismes normaux sont traités au Chapitre 4. La théorie
infinie est traitée au Chapitre 5.

Date: 12 Juin 2025.
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CHAPITRE 1
FORMES BILINÉAIRES ET QUADRATIQUES

On commence avec la théorie générale des formes bilinéaires et quadratiques
avec, comme objectif dans ce chapitre, de présenter le théorème de Sylvester.

2. Premières définitions

On commence avec la définition d’une forme bilinéaire.

Définition 2.1. Soit E un R-espace vectoriel. Par définition, une forme bilinéaire
sur E est une application B : E × E → R qui vérifie que pour tout x0 ∈ E et tout
y0 ∈ E, les applications

x → B(x, y0) et y → B(x0, y)

sont linéaires de E dans R.

En d’autres termes, une fonction B : E × E → R est une forme bilinéaire si
la fonction est linéaire par rapport à chacune de ses variables. La plus simple des
formes bilinéaires est la fonctionB : R×R → R donnée parB(x, y) = xy. Attention,
une forme bilinéaire (non identiquement nulle) n’est jamais linéaire par rapport au
couple (x, y). Par exemple, pour B : R×R → R donnée par B(x, y) = xy, on a que

B(x+ x′, y + y′) ̸= B(x, y) +B(x′, y′)

dès que x′y + xy′ ̸= 0 car

B(x+ x′, y + y′)−B(x, y)−B(x′, y′) = x′y + xy′ .

En dimension finie, ce qui sera notre cas, les formes bilinéaires sont par contre,
comme les applications linéaires, représentables par des matrices. Soit E un R-
espace vectoriel de dimension finie n, et soit B = (e1, . . . , en) une base de E. Soit
de plus B : E × E → R une forme bilinéaire sur E, et soit Bij les réels

Bij = B(ei, ej)

où i, j = 1, . . . , n. Si x et y sont deux vecteurs de E de coordonnées respectives
(x1, . . . , xn) et (y1, . . . , yn) dans B, donc x =

∑n
i=1 xiei et y =

∑n
j=1 yjej , alors

B(x, y) =

n∑
i,j=1

Bijxiyj .

Pour démontrer cette relation on écrit que

B(x, y) = B
( n∑
i=1

xiei,

n∑
j=1

yjej
)

=

n∑
i=1

xiB
(
ei,

n∑
j=1

yjej
)

=

n∑
i=1

n∑
j=1

xiyjB(ei, ej)

puisque pour tout x0 ∈ E et tout y0 ∈ E, les applications

x → B(x, y0) et y → B(x0, y)
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sont linéaires sur E. D’un point de vue matriciel cela donne lieu à la définition
suivante.

Définition 2.2. Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie n, et B =
(e1, . . . , en) une base de E. Soit de plus B : E × E → R une forme bilinéaire sur
E. Par définition, la matrice de B dans la base B, notée MB(B), est la matrice
MB(B) = (Bij)i,j carrée d’ordre n composée des

Bij = B(ei, ej) .

Elle caractérise B en ce sens que pour tous x et y dans E,

B(x, y) = tVB(x)MB(B)VB(y) ,

où VB(x) et VB(y) représentent les matrices colonnes composées respectivement des
coordonnées de x et y dans B, et où tVB(x) est la matrice ligne transposée de VB(x).

D’un point de vue matriciel on a écrit que

B(x, y) =
(
x1 . . . xn

)B11 . . . B1n

...
...

Bn1 . . . Bnn


y1

...
yn


et , comme on s’en convaincra facilement, on retrouve la relation déjà vue

B(x, y) =

n∑
i,j=1

Bijxiyj .

Exercice: Soit R2[X] l’espace des polynômes réels d’ordre 2 et soit B = (P1, P2, P3)
la base canonique de R2[X] constituée des polynômes P1(X) = 1, P2(X) = X et
P3(X) = X2. On considère B : R2[X]× R2[X] → R donnée par

B(P,Q) =

∫ 1

0

P (t)Q(t)dt .

Montrer que B est une forme bilinéaire sur R2[X]. Donner sa matrice dans la base
canonique B = (P1, P2, P3) de R2[X].

Solution: Il est clair que ∀P,Q,R ∈ R2[X] et ∀λ ∈ R,∫ 1

0

(P (t) + λQ(t))R(t)dt =

∫ 1

0

P (t)R(t)dt+ λ

∫ 1

0

Q(t)R(t)dt , et∫ 1

0

P (t)(Q(t) + λR(t))dt =

∫ 1

0

P (t)Q(t)dt+ λ

∫ 1

0

P (t)R(t)dt .

Par suite,

B(P + λQ,R) = B(P,R) + λB(Q,R) et

B(P,Q+ λR) = B(P,Q) + λB(P,R)

et donc B est une forme bilinéaire sur R2[X]. La forme est aussi symétrique, i.e.
B(P,Q) = B(Q,P ) pour tous P et Q, et

B(P1, P1) =

∫ 1

0

dt = 1 , B(P1, P2) =

∫ 1

0

tdt =
1

2

B(P1, P3) =

∫ 1

0

t2dt =
1

3
, B(P2, P1) = B(P1, P2) =

1

2
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De même,

B(P2, P2) =

∫ 1

0

t2dt =
1

3
, B(P2, P3) =

∫ 1

0

t3dt =
1

4

B(P3, P1) = B(P1, P3) =
1

3
, B(P3, P2) = B(P2, P3) =

1

4

B(P3, P3) =

∫ 1

0

t4dt =
1

5
.

Par suite,

MB(B) =

1 1
2

1
3

1
2

1
3

1
4

1
3

1
4

1
5

 .

□

Exercice: Soit M2(R) l’espace des matrices carrées réelles d’ordre 2. On note
B = (A1, A2, A3, A4) la base canonique de M2(R) donnée par

A1 =

(
1 0
0 0

)
, A2 =

(
0 1
0 0

)
, A3 =

(
0 0
1 0

)
, A4 =

(
0 0
0 1

)
.

Montrer que l’application Φ : M2(R)×M2(R) → R donnée par

Φ(A,B) = trace(tAB)

est une forme bilinéaire sur M2(R). Donner sa matrice dans la base canonique
(A1, A2, A3, A4) de M2(R).

Solution: Il est clair que ∀A,B,C ∈ M2(R) et ∀λ ∈ R,

trace(t(A+ λB), C) = trace(tAC) + λtrace(tBC) , et

trace(tA(B + λC)) = trace(tAB) + λtrace(tAC) .

Donc Φ est bien bilinéaire. On calcule

Φ(Ai, Aj) = δij

où les δij sont les symbôles de Kroenecker (1 si i = j, 0 sinon). Par exemple,

Φ(A2, A3) = trace(tA2A3)

= tracet
(
0 1
0 0

)(
0 0
1 0

)
= trace

(
0 0
1 0

)(
0 0
1 0

)
= trace

(
0 0
0 0

)
= 0 .
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Ou encore,

Φ(A1, A2) = trace(tA1A2)

= tracet
(
1 0
0 0

)(
0 1
0 0

)
= trace

(
1 0
0 0

)(
0 1
0 0

)
= trace

(
0 1
0 0

)
= 0 .

Par suite

MB(Φ) =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 .

□
Si une forme bilinéaire sur E s’écrit B(x, y) =

∑n
i,j=1 aijxiyj pour tous x, y ∈ E,

où les xi sont les coordonnées de x dans une base B, et les yi sont les coordonnées
de y dans B, alors aij = B(ei, ej) pour tous i, j = 1, . . . , n. La raison en est le
résultat suivant.

Lemme 2.1. Soient E un R-espace vectoriel, B = (e1, . . . , en) une base de E et
(aij), (bij) deux matrices n× n. On suppose que pour tous x, y ∈ E,

n∑
i,j=1

aijxiyj =

n∑
i,j=1

bijxiyj ,

où les xi sont les coordonnées de x dans B et les yi sont les coordonnées de y dans
B. Alors aij = bij pour tous i, j = 1, dots, n.

Démonstration. Soient i0 et j0 fixés. On prend x = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) (à la i0ème
place) et y = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) (à la j0ème place). Alors

n∑
i,j=1

aijxiyj = ai0j0 et

n∑
i,j=1

bijxiyj = bi0j0 .

Donc ai0j0 = bi0j0 , et comme i0, j0 sont quelconques, on récupère que aij = bij
pour tous i, j = 1, . . . , n. □

Le résultat suivant a lieu.

Théorème 2.1. Soient E un R-espace vectoriel, B = (e1, . . . , en) une base de E
et (aij), une matrice n× n. On définit

B(x, y) =

n∑
i,j=1

aijxiyj

pour tous x, y ∈ E. Alors B est bilinéaire sur E×E et la matrice de représentation
de B dans B est la matrice des aij.
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Démonstration. Soit x ∈ E quelconque fixé. Pour tous λ, µ ∈ R, et pour tous
y, y′ ∈ E,

B(x, λy + µy′) =

n∑
i,j=1

aijxi(λyj + µy′j)

= λ

n∑
i,j=1

aijxiyj + µ

n∑
i,j=1

aijxiy
′
j

= λB(x, y) + µB(x, y′) .

On obtient donc la linéarité par rapport à la seconde variable. On démontre de
même la linéarité par rapport à la première variable. □

3. Symétrie et antisymétrie

On aborde la symétrie et l’antisymétrie des formes bilinéaires et on montre
que toute forme bilinéaire peut s’écrire comme la somme d’une forme bilinéaire
symétrique et d’une forme bilinéaire antisymétrique.

Définition 3.1. Soit E un R-espace vectoriel et B : E×E → R une forme bilinéaire
sur E. La forme bilinéaire B est dite symétrique si B(y, x) = B(x, y) pour tous
x, y ∈ E. Elle est dite antisymétrique si B(y, x) = −B(x, y) pour tous x, y ∈ E

En dimension finie, si B = (e1, . . . , en) est une base de E, on a vu que les Bij =
B(ei, ej) caractérisent B. Ils caractérisent aussi sa symétrie ou son antisymétrie.

Lemme 3.1. Soit E un R-espace vectoriel, B = (e1, . . . , en) une base de E et
B : E×E → R une forme bilinéaire sur E. Alors B est symétrique si et seulement
si Bji = Bij pour tous i, j, et B est antisymétrique si et seulement si Bji = −Bij

pour tous i, j.

Démonstration. On a que

B(x, y) =

n∑
i,j=1

Bijxiyj

pour tous x, y ∈ E, où les xi et yi sont les coordonnées de x et y dans B. Il
est alors clair que si Bji = Bij pour tous i, j, alors B(y, x) = B(x, y) pour tous
x, y et que si Bji = −Bij pour tous i, j, alors B(y, x) = −B(x, y) pour tous x, y.
Réciproquement si B(y, x) = B(x, y) pour tous x, y, et si i, j sont dans {1, . . . , n},
alors comme dans la preuve du Lemme 2.1, en prenant x tel que xk = 0 pour tout
k ̸= i et xi = 1, et en prenant y tel que yk = 0 pour tout k ̸= j et yj = 1, on voit que
Bji = Bij . De même, si on avait B(y, x) = −B(x, y) alors on aurait Bji = −Bij .
Le lemme est démontré. □

Attention, un forme bilinéaire n’est pas soit symétrique soit antisymétrique. Elle
peut très bien n’être ni l’un ni l’autre. Le théorème suivant a lieu.

Théorème 3.1. Soit E un R-espace vectoriel. Toute forme bilinéaire sur E s’écrit
comme somme d’une forme bilinéaire symétrique et d’une forme bilinéaire anti-
symétrique.
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Démonstration. Soit B : E × E → R une forme bilinéaire sur E. On pose

Bs(x, y) =
1

2
(B(x, y) +B(y, x)) et Ba(x, y) =

1

2
(B(x, y)−B(y, x))

pour tous x, y ∈ E. On vérifie facilement que Bs et Ba sont deux formes bilinéaires
sur E. On vérifie tout aussi facilement que Bs est symétrique et que Ba est an-
tisymétrique. Toujours sans aucune difficulté, on vérifie pour finir que B(x, y) =
Bs(x, y) +Ba(x, y) pour tous x, y. Le théorème est démontré. □

4. Changement de base

Le théorème qui suit répond à la question du changement de matrice de représentation
par changement de base.

Théorème 4.1. Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie n, B = (e1, . . . , en)

et B̃ = (ẽ1, . . . , ẽn) deux bases de E, et B : E ×E → R une forme bilinéaire sur E.

Soit P = MB→B̃ la matrice de passage de B à B̃. Alors

MB̃(B) = tPMB(B)P ,

où MB(B) est la matrice de B dans la base B, et MB̃(B) est la matrice de B dans

la base B̃.

Démonstration. Etant donné x ∈ E, soient VB(x) et VB̃(x) les matrices colonnes
composées respectivement des coordonnées de x dans B et des coordonnées de x
dans B̃. Pour x et y deux vecteurs quelconques de E, on a

B(x, y) = tVB(x)MB(B)VB(y) ,

et
B(x, y) = tVB̃(x)MB̃(B)VB̃(y) .

De plus, VB(x) = PVB̃(x), et VB(y) = PVB̃(y). On peut ainsi écrire que

B(x, y) = tVB(x)MB(B)VB(y)

= tVB̃(x)
(
tPMB(B)P

)
VB̃(y)

= tVB̃(x)MB̃(B)VB̃(y) .

Puisque x et y sont quelconques, cela impose

MB̃(B) = tPMB(B)P ,

comme on le voit en prenant successivement des x et y de coordonnées dans B̃ des
n-uplets du type (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0). Le théorème est démontré. □

Exercice: Soit E un R-espace vectoriel de dimension 3, et B = (e1, e2, e3) une base
de E. On note B la forme bilinéaire sur E définie par

B(x, y) = x1y1 − x2y2 + x3y3 −
1

2
(x1y2 + x2y1)

− 7

2
(x1y3 + x3y1) +

1

2
(x2y3 + x3y2)

pour tous x =
∑3

i=1 xiei et y =
∑3

i=1 yiei.

(1) Ecrire la matrice MB(B) de B dans B.
(2) Montrer que les vecteurs ẽ1 = e1, ẽ2 = e1+2e2, et ẽ3 = 3e1−e2+e3 forment

une base B̃ de E. Ecrire la matrice de passage de la base B à la base B̃.
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(3) Calculer la matrice MB̃(B) de B dans B̃.
Solution: (1) La matrice MB(B) de B dans B est composée des B(ei, ej). On
trouve

MB(B) =

 1 − 1
2 − 7

2
− 1

2 −1 1
2

− 7
2

1
2 1


(2) On a trois vecteurs en dimension 3. Il suffit donc de montrer que la famille
(ẽ1, ẽ2, ẽ3) est libre. On a

λ1ẽ1 + λ2ẽ2 + λ3ẽ3 = 0

⇔ λ1e1 + λ2(e1 + 2e2) + λ3(3e1 − e2 + e3) = 0

⇔ (λ1 + λ2 + 3λ3)e1 + (2λ2 − λ3)e2 + λ3e3 = 0

et puisque (e1, e2, e3) est une base, on doit avoir que
λ1 + λ2 + 3λ3 = 0

2λ2 − λ3 = 0

λ3 = 0

En remontant de système de la dernière équation à la première, on trouve que
λ1 = λ2 = λ3 = 0. La famille (ẽ1, ẽ2, ẽ3) est donc libre, et puisque E est de
dimension 3, il s’agit d’une base de E. Les colonnes de la matrice de passage de la
base B à la base B̃ sont constituées des coordonnées dans B des vecteurs de B̃. Si
P = MB→B̃ est cette matrice de passage, on a donc

P =

1 1 3
0 2 −1
0 0 1


(3) Par formule de changement de base MB̃(B) = tPMB(B)P . On calcule

MB(B)P =

 1 − 1
2 − 7

2
− 1

2 −1 1
2

− 7
2

1
2 1

1 1 3
0 2 −1
0 0 1


=

 1 0 0
− 1

2 − 5
2 0

− 7
2 − 5

2 −10


On a

tP =

1 0 0
1 2 0
3 −1 1


Par suite

MB̃(B) = tPMB(B)P

=

1 0 0
1 2 0
3 −1 1

 1 0 0
− 1

2 − 5
2 0

− 7
2 − 5

2 −10


=

1 0 0
0 −5 0
0 0 −10

 .

□
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5. Dualité

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. Le dual de E, noté E⋆, est par
définition l’espace L(E,R) des formes linéaires sur E.

Théorème 5.1. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n, et soit (e1, . . . , en)
une base de E. Pour i = 1, . . . , n, on définit les éléments e⋆i ∈ E⋆ par:

e⋆i (ej) = δij

pour tout j = 1, . . . , n, où les δij sont les symboles de Kroenecker. La famille
(e⋆1, . . . , e

⋆
n) est alors une base de E⋆, dite base duale de la base (e1, . . . , en). En

particulier, E et E⋆ ont même dimension.

Proof. Il suffit de montrer que la famille (e⋆1, . . . , e
⋆
n) est à la fois libre et génératrice

dans E⋆. On montre tout d’abord que la famille est libre. Supposons que pour des
réels λ1, . . . , λn,

λ1e
⋆
1 + · · ·+ λne

⋆
n = 0 .

Alors pour tout i = 1, . . . , n,

λ1e
⋆
1(ei) + · · ·+ λne

⋆
n(ei) = 0 ,

ce qui donne que λi = 0 pour tout i = 1, . . . , n puisque e⋆j (ei) = δij . La famille est
donc bien libre. On vérifie par ailleurs que la famille est génératrice en remarquant
que pour tout f ∈ E⋆,

f =

n∑
i=1

f(ei)e
⋆
i .

Le membre de gauche et le membre de droite de cette identité sont en effet deux
applications linéaires qui cöıncident sur la base (e1, . . . , en), et si deux applications
linéaires cöıncident sur une même base, alors elles sont identiquement égales. Le
théorème est démontré. □

Le théorème qui suit aborde la question du bi-dual E⋆⋆ = (E⋆)⋆ de E.

Théorème 5.2. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. Alors E⋆⋆

s’assimile naturellement à E au sens où il existe un isomorphisme naturel de E
dans E⋆⋆. Cet isomorphisme Φ est défini par: pour tout x ∈ E, Φ(x) est l’élément
de E⋆⋆ = L(E⋆,R) défini par la relation Φ(x).(f) = f(x) pour tout f ∈ E⋆.

Démonstration. Il suit du théorème précédent que E⋆⋆ a même dimension que E⋆,
qui a à son tour même dimension que E. Donc E et E⋆⋆ ont mêmes dimensions.
Pour montrer que Φ : E → E⋆⋆ est un isomorphisme de E sur E⋆⋆ il nous suffit
donc de montrer que Φ est injective (on passe sur le fait que Φ est bien linéaire,
ce qui est immédiat). Notons B = (e1, . . . , en) une base de E, et soit (e⋆1, . . . , e

⋆
n)

sa base duale. Si x =
∑

i xiei est tel que Φ(x) = 0, alors Φ(x).(e⋆i ) = 0 pour tout
i = 1, . . . , n. Donc e⋆i (x) = 0 pour tout i = 1, . . . , n. Or e⋆i (x) = xi, de sorte que si
Φ(x) = 0, alors x = 0. D’où le théorème. □

On peut se poser la question de l’antédualité: étant donnée une base (η1, . . . , ηn)
de E⋆, provient-elle d’une base (e1, . . . , en) de E avec e⋆i = ηi pour tout i ? Le
résultat suivant répond par l’affirmative à cette question.

Théorème 5.3. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n. Soit (η1, . . . , ηn)
une base de E⋆. Il existe une base (e1, . . . , en) de E qui est telle que e⋆i = ηi pour
tout i.
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Démonstration. Soit Φ : E → E⋆⋆ l’isomorphisme canonique du théorème précédent.
Soit (η⋆1 , . . . , η

⋆
n) la base duale de E⋆⋆ obtenue à partir de (η1, . . . , ηn). On pose

ei = Φ−1(η⋆i ), i = 1, . . . , n. Comme Φ est un isomorphisme, (e1, . . . , en) est une
base de E. On a Φ(ei) = η⋆i pour tout i et donc, pour tous i, j = 1, . . . , n,
Φ(ei).(ηj) = η⋆i (ηj) = δij où les δij sont les symbôles de Kroenecker (vérifiant
donc que δij = 1 si i = j et 0 sinon). Or Φ(ei).(ηj) = ηj(ei) et donc, ηj = e⋆j pour
tout j. C’est exactement ce que l’on voulait démontrer. □

6. Rang d’une forme bilinéaire

Soient E un R-espace vectoriel, et B : E × E → R une forme bilinéaire sur E.
On note B1 et B2 les applications de E dans E⋆ définies par: pour tout x ∈ E,
B1(x) est défini par

B1(x).(y) = B(x, y) , ∀y ∈ E

et, pour tout y ∈ E, B2(y) est défini par

B2(y).(x) = B(x, y) , ∀x ∈ E .

On vérifie facilement que B1 et B2 sont linéaires, ce que l’on peut encore écrire sous
la forme B1 ∈ L(E,E⋆) et B2 ∈ L(E,E⋆).

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, B = (e1, . . . , en) une base de E
et B⋆ = (e⋆i , . . . , e

⋆
n) la base duale de B. Soit η ∈ E⋆, et soient η1, . . . , ηn les

coordonnées de η dans B⋆. On a alors l’égalité η =
∑n

j=1 ηje
⋆
j , et on obtient que

η(ei) = ηi pour tout i (puisque e⋆j (ei) = δij). Les coordonnées d’une forme η dans
la base duale B⋆ sont les ηi = η(ei). On démontre la proposition suivante.

Proposition 6.1. Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie, B une base
de E, et B : E × E → R une forme bilinéaire sur E. Les trois quantités r1, r2, r3
définies par:

(i) r1 vaut le rang de B1, application linéaire de E dans E⋆,

(ii) r2 vaut le rang de B2, application linéaire de E dans E⋆, et

(iii) r3 vaut le rang de la matrice de B dans B,

sont en fait égales.

Démonstration. Notons B⋆ la base duale de B, et MB(B) la matrice de B dans B.
On vérifie facilement que

MBB⋆(B1) =
tMB(B) ,

où MBB⋆(B1) est la matrice de représentation de B1 dans les bases B et B⋆. En
effet, les coordonnées de B1(ei) dans B⋆ sont (cf. ci-dessus) les B1(ei).(ej), à savoir
exactement les Bij . De la même façon, on vérifie facilement que

MBB⋆(B2) = MB(B) ,

où MBB⋆(B2) est la matrice de représentation de B2 dans les bases B et B⋆. En
remarquant que les rangs d’une matrice et de sa transposée sont égaux (c’est évident
avec la définition du rang via le déterminant des sous matrices), on obtient la
proposition avec ce qui a été dit au chapitre précédent sur les rangs d’une application
linéaire et de ses matrices de représentations. □

Grâce à cette proposition on peut définir le rang d’une forme bilinéaire.
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Définition 6.1. Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie, B une base de
E, et B : E × E → R une forme bilinéaire sur E. Le rang de B, noté Rg(B), est
l’une des trois quantités équivalentes de la proposition précédente. Il ne dépend pas
du choix de la base B.

C’est souvent (iii) qui est utilisé dans la pratique. Attention pour montrer qu’une
matrice n× n est de rang p < n il ne suffit pas de trouver une sous matrice carrée
d’ordre p inversible, il faut aussi montrer que toutes les sous matrices carrées d’ordre
q > p ne le sont pas.

7. Formes bilinéaires et formes quadratiques

On commence par la définition des formes quadratiques.

Définition 7.1. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. Une forme
quadratique sur E est une application Q : E → R qui s’exprime, dans chaque base
de E, sous la forme d’un polynôme homogène de degré 2 des variables coordonnées.

En d’autres termes, Q : E → R est une forme quadratique si, pour toute base B
de E, il existe des réels aij , i ≤ j, tels que

Q(x) =

n∑
i,j=1

i≤j

aijxixj , (⋆)

où n est la dimension de E, et les xi sont les coordonnées de x dans B. On vérifie
facilement que si (⋆) est vérifiée dans une base B, elle l’est aussi (avec des aij
différents !) dans toute autre base B̃ de E. En effet, l’expression de coordonnées
x̃i dans une base, en fonction des coordonnées xi dans une autre base, est linéaire.

Exercice: Soit E de dimension 2, B = (e1, e2) une base de E et B̃ = (ẽ1, ẽ2) une
autre base de E. On note (x1, x2) les coordonnées d’un vecteur X dans B et (x̃1, x̃2)

les coordonnées de X dans B̃. On suppose que ẽ1 = e1 + 2e2 et ẽ2 = 3e1 + e2.

(1) Exprimer x1 et x2 en fonction de x̃1 et x̃2.

(2) Soit Q la forme quadratique donnée dans B par

Q(X) = 2x2
1 + 6x1x2 − x2

2 .

Donner l’expression de Q dans B̃.
Solution: Q est bien une forme quadratique car elle s’exprime sous la forme d’un
polynôme homogène de degré 2 des variables coordonnées x1, x2. Dans B, a11 = 2,
a12 = 6 et a22 = −1.

(1) On a

X = x̃1ẽ1 + x̃2ẽ2

= x̃1(e1 + 2e2) + x̃2(3e1 + e2)

= (x̃1 + 3x̃2)e1 + (2x̃1 + x̃2)e2

= x1e1 + x2e2 .

Donc {
x1 = x̃1 + 3x̃2

x2 = 2x̃1 + x̃2 .
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(2) On a donc

Q(X) = 2x2
1 + 6x1x2 − x2

2

= 2(x̃1 + 3x̃2)
2 + 6(x̃1 + 3x̃2)(2x̃1 + x̃2)− (2x̃1 + x̃2)

2

= 2(x̃2
1 + 9x̃2

2 + 6x̃1x̃2) + 6(2x̃2
1 + 3x̃2

2 + 7x̃1x̃2)

− (4x̃2
1 + x̃2

2 + 4x̃1x̃2)

= (2 + 12− 4)x̃2
1 + (12 + 42− 4)x̃1x̃2 + (18 + 18− 1)x̃2

2

= 10x̃2
1 + 50x̃1x̃2 + 35x̃2

2 .

La forme quadratique Q qui était un polynôme homogène de degré 2 des variables
coordonnées dans B est encore un polynôme homogène de degré 2 des variables co-
ordonnées dans B̃. Par contre, bien sûr, les coefficients changent. On a maintenant,
dans B̃, ã11 = 10, ã12 = 50 et ã22 = 35. □

Le théorème qui suit établit le lien entre formes quadratiques et formes bilinéaires
symétriques.

Théorème 7.1. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. Une fonction
Q : E → R est une forme quadratique sur E si et seulement si:

(i) ∀λ ∈ R, ∀x ∈ E, Q(λx) = λ2Q(x), et

(ii) l’application B : E × E → R définie par
B(x, y) = 1

2

(
Q(x+ y)−Q(x)−Q(y)

)
est bilinéaire sur E.

Dans ce cas, B est symétrique, on a B(x, x) = Q(x) pour tout x, et on dit que B
est la forme bilinéaire associée à Q (encore appelée forme polaire de Q).

Un modèle de forme quadratique est Q : R → R donnée par Q(x) = x2. La
forme bilinéaire associée est B : R×R → R donnée par B(x, y) = xy. L’identité de
(ii) est l’identité remarquable

xy =
1

2

(
(x+ y)2 − x2 − y2

)
.

Une identité comme (ii) nous dit que l’on connait tous les doubles produits dès lors
que l’on connait tous les carrés.

Démonstration du théorème. SiQ est une forme quadratique, (i) est bien évidemment
vérifiée. Par ailleurs, si B est une base de E, et si Q s’écrit dans B sous la forme
(⋆), alors le B donné par (ii) vaut

B(x, y) =
1

2

n∑
i,j=1

i≤j

aij(xi + yi)(xj + yj)−
1

2

n∑
i,j=1

i≤j

aijxixj −
1

2

n∑
i,j=1

i≤j

aijyiyj

=
1

2

n∑
i,j=1

i≤j

aijxiyj +
1

2

n∑
i,j=1

i≤j

aijxjyi

où les xi et yi sont les coordonnées de x et y dans B. Il suit que (ii) est elle aussi
vérifiée, à savoir que B est bien bilinéaire, si Q est quadratique. Réciproquement,
supposons que (i) et (ii) soient vérifiées. En écrivant que

B(x, x) =
1

2

(
Q(2x)− 2Q(x)

)
,
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et en utilisant (i), on voit que Q(x) = B(x, x). Etant donnée une base B de E,
composée de vecteurs ei, et puisque B est bilinéaire, il existe des Bij = B(ei, ej)
tels que

B(x, y) =
∑
i,j

Bijxiyj ,

où les xi et yi sont les coordonnées de x et y dans B. Il s’ensuit que

Q(x) =

n∑
i,j=1

Bijxixj ,

=

n∑
i,j=1

i≤j

aijxixj

pour des aij convenables obtenus en regroupant les Bij avec les Bji pour i < j.
Cela montre que Q est bien une forme quadratique. Le théorème est démontré. □

Avec ce théorème on obtient une autre définition possible des formes quadra-
tiques.

Théorème 7.2. Une application Q : E → R est une forme quadratique sur E s’il
existe une forme bilinéaire symétrique B sur E pour laquelle Q(x) = B(x, x) pour
tout x ∈ E. Dans ce cas B est la forme polaire associée à Q.

Démonstration du théorème. Soit donc B bilinéaire symétrique et Q définie par
Q(x) = B(x, x) pour tout x. Comme B est bilinéaire,

Q(λx) = B(λx, λx) = λB(x, λx) = λ2B(x, x) = λ2Q(x)

pour tout λ ∈ R et tout x ∈ E. De plus, pour tous x, y ∈ E,

Q(x+ y)−Q(x)−Q(y) = B(x+ y, x+ y)−B(x, x)−B(y, y)

= B(x, x) +B(x, y) +B(y, x) +B(y, y)−B(x, x)−B(y, y)

= B(x, y) +B(y, x)

= 2B(x, y)

et donc, en raison du Théorème 7.1 , Q est une forme quadratique et B est sa forme
polaire associée. □

Indépendamment, de la preuve du Théorème 7.1 ci-dessus on tire le lemme très
pratique suivant.

Lemme 7.1. Soit E de dimension n et B une base de E. Soit Q une forme
quadratique sur E dont l’expression dans B est

Q(x) =

n∑
i,j=1

i≤j

aijxixj .

Les coefficients Bij de la forme bilinéaire symétrique associée à Q sont alors donnés
par Bij =

aij

2 si i < j, Bii = aii pour tout i et Bij =
aji

2 si i > j.

Exercice: Soit E de dimension 2, B = (e1, e2) une base de E. On note (x1, x2) les
coordonnées d’un vecteur X dans B. Soit Q la forme quadratique donnée dans B
par

Q(x) = 2x2
1 + 6x1x2 − x2

2 .
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Donner l’expression dans B de la forme bilinéaire symétrique B associée à Q.

Solution: Ici a11 = 2, a12 = 6 et a22 = −1. On a donc B11 = 2, B12 = 3, B21 = 3
et B22 = −1.

Pour rappel, on vérifie facilement qu’une forme bilinéaire B sur E est symétrique
si et seulement si, pour toute base de E, sa matrice dans cette base est symétrique.

Définition 7.2. Soit E un R-espace vectoriel et Q une forme quadratique sur E.
Soit B la forme bilinéaire symétrique associée à Q. Les vecteurs x ∈ E qui vérifient
que Q(x) = 0 (donc B(x, x) = 0) sont dits isotropes (sous entendu pour Q ou pour
B). L’ensemble C des vecteurs isotropes est appelé le cône isotrope. Le noyau de
Q est l’ensemble des x ∈ E pour lesquels B(x, y) = 0 pour tout y ∈ E. On le note
Ker(Q).

On parle de cône car si x ∈ C alors, pour tout λ ∈ R, λx ∈ C. Soient par exemple
E de dimension 2, B une base de E et Q la forme quadratique donnée dans B par

Q(x) = x2
1 + 2x1x2 − 3x2

2 .

On a

Q(x) = (x1 + x2)
2 − 4x2

2

et on voit donc que le cône isotrope C est constitué des (x1, x2) qui sont tels que
(x1 + x2)

2 = 4x2
2. Soit donc x1 + x2 = 2x2 ou x1 + x2 = −2x2 et on trouve donc

que

C = {(x1, x2) / x1 = x2 ou x1 = −3x2} .

La forme bilinéaire symétrique associée est donnée par

B(x, y) = x1y1 + x1y2 + x2y1 − 3x2y2

= (x1 + x2)y1 + (x1 − 3x2)y2 .

On a donc B(x, y) = 0 pour tout y si et seulement si x1 + x2 = 0 et x1 − 3x2 = 0.
On trouve alors x1 = x2 = 0. Et donc Ker(Q) = {0}.

Pour finir, le rang d’une forme quadratique se définit comme étant le rang de la
forme bilinéaire symétrique qui lui est associée.

Définition 7.3. Si Q est une forme quadratique sur un R-espace vectoriel de di-
mension finie, on appelle rang de Q le rang de la forme bilinéaire symétrique qui
lui est associée.

8. Orthogonalité

On aborde maintenant l’orthogonalité relative à une forme bilinéaire donnée. Elle
diffère de l’orthogonalité classique, notamment en raison de la possible présence de
vecteurs isotropes.

Définition 8.1. Soit E un R-espace vectoriel et B une forme bilinéaire symétrique
sur E. On dit que deux vecteurs x et y de E sont B-orthogonaux si B(x, y) = 0.
Si A est un sous ensemble de E, le B-orthogonal de A, noté A⊥B , est défini par

A⊥B =
{
y ∈ E / ∀x ∈ A,B(x, y) = 0

}
.

En d’autres termes, A⊥B est l’ensemble des vecteurs de E qui sont B-orthogonaux
à tous les vecteurs de A.
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On vérifie facilement que pour tout sous ensemble A de E, A⊥B est un sous
espace vectoriel de E.

Lemme 8.1. Soit E un R-espace vectoriel et B une forme bilinéaire symétrique
sur E. Soit F ⊂ E un sous espace vectoriel de E. Si tous les vecteurs de F sont
isotropes, alors B = 0 sur F × F .

Démonstration. Soient x, y ∈ F . Si F est un espace vectoriel, x + y ∈ F . On a
alors Q(x) = 0, Q(y) = 0 et Q(x + y) = 0 où Q est la forme quadratique associée
à B. Avec le Théorème 7.1 on obtient alors que B(x, y) = 0. Comme x et y sont
quelconques, B = 0 sur F × F . □

On pourra vérifier que les relations suivantes sont vraies:

(i) ∀A ⊂ B ⊂ E, B⊥B ⊂ A⊥B ,

(ii) ∀A,B ⊂ E, (A ∪B)⊥B = A⊥B ∩B⊥B ,

(iii) ∀A,B ⊂ E, A⊥B +B⊥B ⊂ (A ∩B)⊥B ,

(iv) ∀A ⊂ E, A⊥B = V ect(A)⊥B , et

(v) ∀A ⊂ E, A ⊂ (A⊥B )⊥B .

Les notions de B-orthogonalité et de bases donnent lieu à la définition suivante.

Définition 8.2. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie, (e1, . . . , en)
une base de E, et B une forme bilinéaire symétrique sur E. On dit que la base
(e1, . . . , en) est B-othogonale si pour tous i ̸= j ∈ {1, . . . , n}, B(ei, ej) = 0. La base
est dite B-orthonormale si pour tous i, j ∈ {1, . . . , n}, B(ei, ej) = δij, où les δij
sont les symboles de Kroenecker.

Une base B-orthonormale est une base B-orthogonale pour laquelle on a en plus
que B(ei, ei) = 1 pour tout i. Attention, en raison de la possibilité d’avoir des
vecteurs isotropes parmi les ei on ne peut pas passer d’une famille orthogonale à
une famille orthonormale en divisant par les B(ei, ei). Imaginons le cas extrême
B = 0. Alors toute base est B-orthogonale, mais aucune n’est B-orthonormale.

Théorème 8.1. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. Pour toute forme
bilinéaire symétrique B sur E, il existe une base de E qui est B-orthogonale.

Démonstration. Soit n la dimension de E. On démontre le théorème par récurrence
sur n. Si n = 1, le théorème est trivialement vrai. On suppose maintenant que pour
tout R-espace vectoriel de dimension n, et toute forme bilinéaire symétrique B sur
cet espace, il existe une base de l’espace qui soit B-orthogonale. On considère alors
E un R-espace vectoriel de dimension n+ 1, et B une forme bilinéaire symétrique
sur E. On veut montrer que E possède une base B-orthogonale. Sans perdre en
généralité, on pourra supposer que B n’est pas la forme bilinéaire nulle (auquel
cas le résultat est vrai, toute base de E étant B-orthogonale). Si B n’est pas
identiquement nulle, il existe un vecteur en+1 de E pour lequel Q(en+1) ̸= 0, où Q
est la forme quadratique associée à B. En effet, si Q ≡ 0 alors B ≡ 0. On note F
le sous espace vectoriel (la droite vectorielle) de E de base en+1, et on note F⊥B le
B-orthogonal de F . Alors

F⊥B =
{
x ∈ E / B(en+1, x) = 0

}
,
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de sorte que F⊥B = KerB(en+1, ·), où B(en+1, ·) est la forme linéaire sur E qui à
x associe B(en+1, x). Cette forme linéaire est surjective, puisque non nulle, et donc
de rang 1. Il suit du théorème du rang que son noyau est de dimension n, et donc
que F⊥B est de dimension n. On vérifie facilement que F ∩ F⊥B = {0}. En effet,
si x ∈ F ∩F⊥B , alors x ∈ F entrâıne que x = λen+1, tandis que x ∈ F et x ∈ F⊥B

entrâınent que x doit être B-orthogonal à lui-même, et donc que B(x, x) = 0. Or
B(λen+1, λen+1) = λ2B(en+1, en+1) de sorte que nécessairement λ = 0, et donc
x = 0 (puisque Q(en+1) = B(en+1, en+1) ̸= 0). Comme dimF = 1, dimF⊥B = n,
dimE = n+ 1, et F ∩ F⊥B = {0}, on a que

E = F ⊕ F⊥B .

Par hypothèse de récurrence, il existe une base (e1, . . . , en) de F⊥B qui est B-
orthogonale. Puisque E = F ⊕F⊥B , (e1, . . . , en+1) est une base de E. Par ailleurs,
cette base est B-orthogonale puisque en+1 ∈ F et les ei, i = 1, . . . , n, sont dans
F⊥B . On a donc montré que si la propriété d’existence d’une base B-orthogonale
est vraie en dimension n, alors elle l’est aussi en dimension n + 1. Cela démontre
le théorème par récurrence. □

9. Le théorème de Sylvester

Le théorème de Sylvetser est un théorème de classification des formes quadra-
tiques. Une forme quadratique est ainsi (quand on la lit convenablement) toujours
une somme/différence de carrés.

Théorème 9.1 (Loi d’inertie de Sylvester). Soit E un R-espace vectoriel de di-
mension finie n, et Q une forme quadratique de rang r sur E. Il existe alors un
entier p ≤ r, et une base B de E, de sorte que, pour tout x ∈ E de coordonnées
(x1, . . . , xn) dans B,

Q(x) = x2
1 + · · ·+ x2

p − x2
p+1 − · · · − x2

r .

De plus, p ne dépend que de Q et pas de B au sens où s’il existe une autre base
B̃ de E, et un entier p̃ ≤ r, tels que pour tout x ∈ E de coordonnées (x̃1, . . . , x̃n)

dans B̃,
Q(x) = x̃2

1 + · · ·+ x̃2
p̃ − x̃2

p̃+1 − · · · − x̃2
r ,

alors, nécessairement, p̃ = p.

En d’autres termes, pour toute forme quadratique sur un R-espace vectoriel E
de dimension finie, il existe une base B de E dans laquelle Q s’écrit sous la forme

Q(x) =
∑

sur certains i

x2
i −

∑
sur d’autres i

x2
i

et le nombre de carrés en positif et le nombre de carrés en négatif ne dépendent
que de Q et pas de B. En ce qui concerne la terminologie, l’entier p du théorème
permet de définir ce que l’on appelle la signature de Q.

Définition 9.1. Une forme quadratique Q est dite de signature (p, q) si p + q =
Rg(Q), et s’il existe une base B de E dans laquelle

Q(x) = x2
1 + · · ·+ x2

p − x2
p+1 − · · · − x2

r .

La signature est indépendante de la base.
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On démontre maintenant le théorème de Sylvester. Il s’agit essentiellement de
la voir comme une conséquence de l’existence des bases orthogonales.

Démonstration. (1) On montre pour commencer qu’il existe un entier p ≤ r et une
base de E de sorte que, dans cette base, Q s’écrive comme dans le théorème de
Sylvester. Pour cela, on note B la forme bilinéaire associée à Q, et on considère
B = (e1, . . . , en) une base B-orthogonale de E. La matrice de B dans B est alors
diagonale, puisque B(ei, ej) = 0 si i ̸= j. Notons λi = Q(ei), i = 1, . . . , n, les
termes sur la diagonale de la matrice MB(B) de B dans B. Il est clair que

Rg
(
MB(B)

)
= Nombre de λi non nuls .

Si on note r = Rg(B), et quitte à permuter les vecteurs ei, on peut supposer que
λi ̸= 0 si i ≤ r, et λi = 0 si i = r + 1, . . . , n. Si x a pour coordonnées (x1, . . . , xn)
dans B, on a que

Q(x) =

r∑
i=1

λix
2
i .

Soit p le nombe de λi strictement positifs. Toujours quitte à permutter les ei, on
peut supposer que

λi > 0 si 1 ≤ i ≤ p,

λi < 0 si p+ 1 ≤ i ≤ r .

On pose

µi =
√
λi si 1 ≤ i ≤ p,

µi =
√
−λi si p+ 1 ≤ i ≤ r .

et on pose ensuite

ẽi =
1

µi
ei si 1 ≤ i ≤ r,

ẽi = ei si r + 1 ≤ i ≤ n .

Alors B̃ = (ẽ1, . . . , ẽn) est une base B-orthogonale de E, ce qui se vérifie facilement
en se souvenant que B l’est. Par suite, si x a pour coordonnées (x̃1, . . . , x̃n) dans

B̃, alors,

Q(x) =

p∑
i=1

x̃2
i −

r∑
i=p+1

x̃2
i

puisque Q(ẽi) = 1 si 1 ≤ i ≤ p, et Q(ẽi) = −1 si p + 1 ≤ i ≤ r. Cela démontre la
première partie du théorème de Sylvester.

(2) On démontre maintenant la seconde partie du théorème de Sylvester. On sup-

pose qu’il existe deux entiers p, p̃, et deux bases B = (e1, . . . , en) et B̃ = (ẽ1, . . . , ẽn)

de E tels que, dans B et dans B̃,
Q(x) = x2

1 + · · ·+ x2
p − x2

p+1 − · · · − x2
r

et
Q(x) = x̃2

1 + · · ·+ x̃2
p̃ − x̃2

p̃+1 − · · · − x̃2
r .

On note

E1 le sous espace vectoriel de E de base (e1, . . . , ep),

E2 le sous espace vectoriel de E de base (ep+1, . . . , en),
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Ẽ1 le sous espace vectoriel de E de base (ẽ1, . . . , ẽp̃),

Ẽ2 le sous espace vectoriel de E de base (ẽp̃+1, . . . , ẽn).

On a clairement que

Q(x) > 0 si x ∈ E1\{0},
Q(x) ≤ 0 si x ∈ E2,

Q(x) > 0 si x ∈ Ẽ1\{0},

Q(x) ≤ 0 si x ∈ Ẽ2.

On en déduit que

E1 ∩ Ẽ2 = {0} et Ẽ1 ∩ E2 = {0} ,

de sorte que, par propriété de la dimension d’une somme dirècte,

dimE1 + dimẼ2 ≤ n et dimẼ1 + dimE2 ≤ n .

La première de ces deux inégalités entrâıne que p ≤ p̃. La seconde entrâıne que
p̃ ≤ p. On en déduit que p̃ = p. La seconde partie du théorème de Sylvester est
démontrée. □

Un corollaire au théorème de Sylvester est le suivant.

Corollaire 9.1. Si Q1 et Q2 sont deux formes quadratiques sur un R-espace
vectoriel de dimension finie, et si Q1 et Q2 ont même signature, alors il existe
Φ ∈ End(E) un isomorphisme de E tel que Q2(x) = Q1

(
Φ(x)

)
pour tout x ∈ E.

Réciproquement, s’il existe une isomorphisme Φ de E tel que Q2(x) = Q1

(
Φ(x)

)
pour tout x ∈ E, alors Q1 et Q2 ont même signature.

Démonstration. Si Q1 et Q2 ont même signature (p, q), il existe, en vertue du

théorème de Sylvester, deux bases B = (e1, . . . , en) et B̃ = (ẽ1, . . . , ẽn) de E telles
que, dans ces bases,

Q1(x) = x2
1 + · · ·+ x2

p − x2
p+1 − · · · − x2

r ,

Q2(x) = x̃2
1 + · · ·+ x̃2

p − x̃2
p+1 − · · · − x̃2

r .

Soit Φ l’isomorphisme de E qui envoie ẽi sur ei. Alors pour tout x =
∑

i x̃iẽi dans
E,

Q1

(
Φ(x)

)
= Q2

(
x
)
.

Cela démontre la première partie du corollaire. Réciproquement, on considère Q1 et
Q2 deux formes quadratiques sur E, et Φ un isomorphisme de E tels que Q2(x) =

Q1

(
Φ(x)

)
pour tout x ∈ E. Soit (p, q) la signature de Q2. Soit de plus B̃ =

(ẽ1, . . . , ẽn) une base de E telle que, dans cette base,

Q2(x) = x̃2
1 + · · ·+ x̃2

p − x̃2
p+1 − · · · − x̃2

r .

On note B la base de E formée des ei = Φ(ẽi). C’est bien une base puisque (cf. les
cours précédents) les isomorphismes envoient les bases sur des bases. On a alors

Q1

(∑
i

xiei
)
= Q1

(
Φ(
∑
i

xiẽi)
)

= Q2

(∑
i

xiẽi
)

= x2
1 + · · ·+ x2

p − x2
p+1 − · · · − x2

r .
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On en déduit que, dans B, Q1 s’écrit sous la forme

Q1(x) = x2
1 + · · ·+ x2

p − x2
p+1 − · · · − x2

r ,

et donc que Q1 est aussi de signature (p, q). Cela démontre la seconde partie du
corollaire. □

Deux formes quadratiques Q1 et Q2 sur un R-espace vectoriel E sont dites
équivalentes s’il existe un isomorphisme Φ ∈ End(E) de E qui est tel que Q2(x) =
Q1

(
Φ(x)

)
pour tout x ∈ E. Une formulation équivalente du corollaire est que: deux

formes quadratiques sur un R-espace vectoriel de dimension finie sont équivalentes
si et seulement si elles ont même signature.

Remarque 9.1. Une remarque bien pratique est la suivante. Supposons que dans
une base B une forme quadratique Q s’écrive

Q(x) = a1x
2
1 + · · ·+ apx

2
p − ap+1x

2
p+1 − · · · − arx

2
r

avec a1 > 0,. . . ,ar > 0. La signature de Q est alors (p, q) où q est tel que p+ q =
r, autrement dit la même que s’il n’y avait pas les ai. Pour le voir il suffit de
considérer la base B̃ = ( 1√

a1
e1, . . . ,

1√
ar
er, er+1, . . . , en). On a alors x̃1 =

√
a1x1,

. . . , x̃r =
√
a1xr, x̃r+1 = xr+1,. . . ,x̃n = xn. Dans cette base on a alors que

Q(x) = x̃2
1 + · · ·+ x̃2

p − x̃2
p+1 − · · · − x̃2

r

et la signature de Q est donc bien comme annoncée. Plus généralement, si dans
une base B une forme quadratique Q s’écrit

Q(x) =

n∑
i=1

aix
2
i

alors la signature (p, q) de Q est donnée par p = nombre de ai strictements positifs
et q = nombre de ai strictements négatifs. Le rang est r = p+q. Même analyse que
ci-dessus mais il faut en plus pérmuter les coordonnées pour mettre les strictement
postifs en premiers, suivis des strictements négatifs, suivis des nuls.

Exercice : Soit Q : R3 → R l’application définie par

Q(x1, x2, x3) = x2
1 + x2

2 − 5x2
3 + 2x2x3 − 2x1x3 − 6x1x2

(1) Pourquoi Q est-elle une forme quadratique ?

(2) Quelle est la forme bilinéaire symétrique B associée à Q ? Quelle est la matrice
M de B dans la base canonique de R3 ?

(3) Décomposer Q en sommes et différences de carrés de façon à écrire Q sous la

forme Q = Q̃ ◦ Φ où Q̃ est une forme quadratique facile à manipuler et Φ est un
isomorphisme de R3.

(4) Quelle est la signature de Q ?

(5) Caractériser les vecteurs isotropes de Q, à savoir les vecteurs x pour lesquels
Q(x) = 0.

Solution: (1) Q est une forme quadratique car Q est un polynôme homogène de
degré 2 des variables coordonnées (dans la base canonique de R3).
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(2) On écrit

Q(X) = x2
1 + x2

2 − 5x2
3 + 2x2x3 − 2x1x3 − 6x1x2

= x2
1 + x2

2 − 5x2
3 + (x2x3 + x3x2)

− (x1x3 + x3x1)− 3(x1x2 + x2x1) .

On en déduit que

B(X,Y ) = x1y1 + x2y2 − 5x3y3 + (x2y3 + x3y2)

− (x1y3 + x3y1)− 3(x1y2 + x2y1)

La matrice de B dans la base canonique de R3 est la matrice des aij . Elle est
donnée par

M =

 1 −3 −1
−3 1 1
−1 1 −5


(3) On rappelle que

Q(X) = x2
1 + x2

2 − 5x2
3 + 2x2x3 − 2x1x3 − 6x1x2

On essaye d’éliminer x1 de l’équation. On remarque que

(x1 − x3 − 3x2)
2 = x2

1 + x2
3 + 9x2

2−2x1x3 − 6x1x2 + 6x2x3

On peut donc écrire que

Q(X) = (x1 − x3 − 3x2)
2 − (x2

3 + 9x2
2 + 6x2x3) + x2

2 − 5x2
3 + 2x2x3

= (x1 − 3x2 − x3)
2 − 8x2

2 − 6x2
3 − 4x2x3

On élimine maintenant x2 des trois termes 8x2
2 + 6x2

3 + 4x2x3. On écrit pour cela
que

8x2
2 + 6x2

3 + 4x2x3 = 8

(
x2 +

1

4
x3

)2

+
11

2
x2
3

Par suite

Q(X) = (x1 − 3x2 − x3)
2 − 8

(
x2 +

1

4
x3

)2

− 11

2
x2
3

Soit Q̃ la forme quadratique

Q̃(X) = x2
1 − 8x2

2 −
11

2
x2
3

et soit Φ : R3 → R3 l’endomorphisme de R3 donné par

Φ(x1, x2, x3) =

(
x1 − 3x2 − x3, x2 +

1

4
x3, x3

)
.

Alors
Q(X) = Q̃ (Φ(X))

pour tout X ∈ R3. Il reste à montrer que Φ est un isomorphisme. Si on note B la
base canonique de R3, alors

MBB(Φ) =

1 −3 −1
0 1 1

4
0 0 1


Cette matrice est triangulaire supérieure. Son déterminant vaut (cf. cours précédents)
det(M) = 1. Donc M est inversible (1 ̸= 0) et donc Φ est un isomorphisme de R3.
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(4) Comme Φ est un isomorphisme, Q et Q̃ sont équivalentes. Par suite elles ont

même signature. La signature de Q̃ (cf. la remarque ci-dessus) est (1, 2). La
signature de Q est donc aussi (1, 2).

(5) Les vecteurs isotropes de Q̃ sont facilement caractérisables. Il s’agit du cône C
de R3 donné par

C =

{
X de coordonnés x1, x2, x3 dans B̂ tels que 8x2

2 +
11

2
x2
3 = x2

1

}
Si on note I l’ensemble des vecteurs isotropes de Q, puisque Q = Q̃ ◦ Φ, on voit
que

Q(X) = 0 ⇔ Φ(X) ∈ C
et on récupère donc, puisque Φ est un isomorphisme, que

I = Φ−1(C)
Cette relation caractérise les vecteurs isotropes de Q.

Exercice : Soit Q : R4 → R l’application définie par

Q(x1, x2, x3, x4) = x2
1 + 2x2

2 + x2
3 + 2x2

4 + 2x1x2 − 2x1x3 + 4x1x4 + 2x2x4 − 8x3x4 .

Déterminer la signature de Q.

Solution: On utilisait les dévelopements de (a + b + c)2 et (a + b)2 en dimension
3. On va ici utiliser les développements de (a+ b+ c+ d)2, (a+ b+ c)2 et (a+ b)2.
Pour X = (x1, x2, x3, x4) on écrit

Q(X) = x2
1 + 2x2

2 + x2
3 + 2x2

4 + 2x1x2 − 2x1x3 + 4x1x4 + 2x2x4 − 8x3x4

= (x1 + x2 − x3 + 2x4)
2 − x2

2 − x2
3 − 4x2

4 + 2x2x3 − 4x2x4 + 4x3x4

+ 2x2
2 + x2

3 + 2x2
4 + 2x2x4 − 8x3x4

= (x1 + x2 − x3 + 2x4)
2 + x2

2 − 2x2
4 + 2x2x3 − 2x2x4 − 4x3x4

= (x1 + x2 − x3 + 2x4)
2 + (x2 + x3 − x4)

2 − x2
3 − x2

4 + 2x3x4

− 2x2
4 − 4x3x4

= (x1 + x2 − x3 + 2x4)
2 + (x2 + x3 − x4)

2 − x2
3 − 3x2

4 − 2x3x4

= (x1 + x2 − x3 + 2x4)
2 + (x2 + x3 − x4)

2 − (x3 + x4)
2 − 2x2

4 .

Soit Q̃ la forme quadratique

Q̃(X) = x2
1 + x2

2 − x2
3 − 2x2

4

et soit Φ : R4 → R4 l’endomorphisme de R4 donné par

Φ(x1, x2, x3, x4) = (x1 + x2 − x3 + 2x4, x2 + x3 − x4, x3 + x4, x4) .

Alors Q(X) = Q̃ (Φ(X)) pour toutX ∈ R4. La matrice de Φ dans la base canonique
de R4 est triangulaire supérieure à diagonale composée de 1. Son déterminant vaut
donc 1 ̸= 0 et Φ est ainsi un isomorphisme. Donc Q et Q̃ sont équivalentes. Elles
ont donc même signature. La signature de Q̃ vaut (2, 2). La signature de Q vaut
donc elle aussi (2, 2).
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CHAPITRE 2
ESPACES PRÉHILBERTIENS

Un espace préhilbertien est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire. Les
premières définitions sont données dans la section qui suit.

10. Normes et produits scalaires.

Soit E un R-espace vectoriel. On distingue deux structures sur E: celle donnée
par une norme et celle donnée par un produit scalaire:

(1) N : E → R+ est une norme sur E si:

(N1) ∀x ∈ E, N(x) = 0 ⇔ x = 0,

(N2) ∀λ ∈ R, ∀x ∈ E, N(λx) = |λ|N(x),

(N3) ∀x, y ∈ E, N(x+ y) ≤ N(x) +N(y).

(2) B : E × E → R est un produit scalaire sur E si:

(S1) B est bilinéaire symétrique,

(S2) ∀x ∈ E, B(x, x) ≥ 0,

(S3) ∀x ∈ E, B(x, x) = 0 ⇔ x = 0.

On se réfère à la propriété (N3) sous les termes d’inégalité triangulaire. Une forme
bilinéaire symétrique B qui vérifie (S2) et (S3) est dite définie positive.

Définition 10.1. Un espace préhilbertien est un espace vectoriel E muni d’un
produit scalaire.

Dans la pratique, ce que l’on fera dans la suite, on note plutôt ∥ · ∥ pour une
norme, et ⟨·, ·⟩ pour une produit scalaire. Donc N(x) = ∥x∥ et B(x, y) = ⟨x, y⟩. A
titre d’exemples,

∥(x1, . . . , xn)∥1 =

√√√√ n∑
i=1

x2
i et ∥(x1, . . . , xn)∥2 = max

i=1,...,n
|xi|

sont des normes sur Rn, tandis que

⟨(x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)⟩ =
n∑

i=1

xiyi

est un produit scalaire sur Rn. On remarque que

∥(x1, . . . , xn)∥1 =
√

⟨(x1, . . . , xn), (x1, . . . , xn)⟩

de sorte que ∥ · ∥21 est la forme quadratique associée à la forme bilinéaire ⟨·, ·⟩.

Lemme 10.1. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n et soit B une
forme bilinéaire symétrique sur E. Si Q est la forme quadratique associée, définie
par Q(x) = B(x, x) pour tout x, alors B est un produit scalaire si et seulement si
Q est de signature (n, 0).
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Démonstration. Clairement Q est positive ou nulle sans vecteurs isotropes autres
que 0 si et seulement si Q est de signature (n, 0), car toute autre décomposition
de Cayley-Hamilton va produire soit des vecteurs isotropes non nuls (si le rang
est strictement inférieur à n), soit des valeurs strictement négatives de Q si dans
la signature (p, q) on a q ≥ 1. Donc B est un produit scalaire si et seulement si
p+ q = n et q = 0, soit si et seulement si Q est de signature (n, 0). □

Les structures de produits scalaires sont plus “fortes” que les structures de
normes (produit scalaire ⇒ norme), comme on le verra juste après l’exercice qui
suit.

Exercice: On note B la forme bilinéaire sur R2 définie par

B(x, y) = 2x1y1 + 3x2y2 − 2(x1y2 + x2y1)

pour tous x = (x1, x2) et y = (y1, y2). Montrer que B est un produit scalaire sur
E.

Solution: On vérifie facilement que B est bilinéaire symétrique. Reste à montrer
que B est définie positive. On a

B(x, x) = 2x2
1 + 3x2

2 − 4x1x2

= 2(x1 − x2)
2 + x2

2 .

Il s’ensuit que B(x, x) ≥ 0 pour tout x et que B(x, x) = 0 si et seulement si x1 = x2

et x2 = 0, et donc si et seulement si x1 = x2 = 0. Donc B est bien définie positive.
Par suite B est un produit scalaire. □

A tout produit scalaire est associé une norme qui est la racine carrée de la forme
quadratique associé à la forme bilinéaire symétrique produit scalaire. Le fait qu’un
produit scalaire soit défini positif garantit qu’il n’y a pas de vecteurs isotropes
autres que le vecteur trivial nul.

Théorème 10.1. Soit E un R-espace vectoriel. A tout produit scalaire ⟨·, ·⟩ est

associé une norme ∥ · ∥ en posant ∥x∥ =
√
⟨x, x⟩ pour tout x.

La preuve de ce théorème passe par la preuve de l’inégalité dite de Cauchy-
Schwarz.

Théorème 10.2 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Soit E un R-espace vectoriel.
Pour tous x, y ∈ E, ∣∣⟨x, y⟩∣∣ ≤ ∥x∥ × ∥y∥ ,

où ∥ · ∥ est définie par ∥x∥ =
√
⟨x, x⟩.

A titre de remarque, vous avez déjà vue cette inégalité en théorie de l’intégration.
L’espace E = C0 ([0, 1],R) est un R-espace vectoriel (même si de dimension in-
finie. . . ). La forme bilinéaire symétrique

⟨f, g⟩ =
∫ 1

0

f(t)g(t)dt

est un produit scalaire sur E. Sa norme associée est donnée par

∥f∥ =

√∫ 1

0

f2(t)dt ,
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et on a bien que ∀f, g ∈ E,∣∣∣∣∫ 1

0

f(t)g(t)dt

∣∣∣∣ ≤
√∫ 1

0

f2(t)dt

√∫ 1

0

g2(t)dt ,

ce qui illustre l’inégalité de Cauchy-Schwarz dans ce cas précis.

Démonstration de l’inégalité de Cauchy-Schwarz. On écrit que pour tout λ ∈ R, et
tous x, y ∈ E,

⟨x+ λy, x+ λy⟩ ≥ 0 .

Or

⟨x+ λy, x+ λy⟩ = ⟨x+ λy, x⟩+ λ⟨x+ λy, y⟩
= ⟨x, x⟩+ 2λ⟨x, y⟩+ λ2⟨y, y⟩ .

Par suite, dire que pour tout λ ∈ R, ⟨x+ λy, x+ λy⟩ ≥ 0, entrâıne que la fonction
polynôme du second degré en λ ci-dessus ne peut avoir 2 racines distinctes, et donc
entrâıne pour le discriminant ∆ du polynôme du second degré en question que

∆ = 4⟨x, y⟩2 − 4⟨x, x⟩⟨y, y⟩ ≤ 0 .

Il s’ensuit que

⟨x, y⟩2 ≤ ⟨x, x⟩⟨y, y⟩ ,
et on retrouve l’inégalité de Cauchy-Schwarz. D’où le théorème. □

On démontre maintenant le Théorème 10.1.

Démonstration du Théorème 10.1. Etant donné x ∈ E, on pose

∥x∥ =
√
⟨x, x⟩ .

Il nous faut montrer que ∥.∥ vérifie les points (N1), (N2), et (N3) de la définition
des normes. Le point (N1) est automatiquement vérifié dans la mesure où

⟨x, x⟩ = 0 ⇔ x = 0 .

Le point (N2) est aussi vérifié puisque

⟨λx, λx⟩ = λ⟨λx, x⟩
= λ2⟨x, x⟩ .

Reste donc à montrer l’inégalité triangulaire, à savoir que pour tous x, y ∈ E,

∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ .

On écrit ici que

∥x+ y∥2 = ⟨x+ y, x+ y⟩
= ⟨x, x⟩+ 2⟨x, y⟩+ ⟨y, y⟩
= ∥x∥2 + ∥y∥2 + 2⟨x, y⟩
≤ ∥x∥2 + ∥y∥2 + 2∥x∥∥y∥ (d’après Cauchy-Schwarz)

=
(
∥x∥+ ∥y∥

)2
.

Donc ∀x, y ∈ E, ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥. D’où le résultat. Le théorème est démontré.
□

Plusieurs identités remarquables sont associées à cette notion de produit scalaire.
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Théorème 10.3 (Identités remarquables). Soit ⟨·, ·⟩ un produit scalaire sur un
espace vectoriel réel E, et soit ∥ · ∥ la norme qui lui est associée. Alors,

(1) ∀x, y ∈ E, ∥x+ y∥2 = ∥x∥2 + ∥y∥2 + 2⟨x, y⟩,
(2) ∀x, y ∈ E, ∥x+ y∥2 + ∥x− y∥2 = 2

(
∥x∥2 + ∥y∥2

)
,

(3) ∀x, y ∈ E, ∥x+ y∥2 − ∥x− y∥2 = 4⟨x, y⟩ .
En particulier, et d’après (1) ou (3), le produit scalaire est entièrement déterminé
par la norme.

Démonstration. On a

∥x+ y∥2 = ⟨x+ y, x+ y⟩
= ⟨x, x⟩+ 2⟨x, y⟩+ ⟨y, y⟩
= ∥x∥2 + ∥y∥2 + 2⟨x, y⟩

d’où la première relation. De cette relation on déduit maintenant que

∥x− y∥2 = ∥x∥2 + ∥y∥2 − 2⟨x, y⟩ .
Par suite, en couplant les deux relations que l’on vient de démontrer,

∥x+ y∥2 + ∥x− y∥2 = 2
(
∥x∥2 + ∥y∥2

)
.

De même,
∥x+ y∥2 − ∥x− y∥2 = 4⟨x, y⟩ .

D’où les relations (2) et (3), et le résultat. □

De (3), on tire que si ∥ · ∥ est une norme sur E, alors ∥ · ∥ provient d’un produit
scalaire si et seulement si l’application

(x, y) −→ 1

4

(
∥x+ y∥2 − ∥x− y∥2

)
est un produit scalaire sur E. On constate assez facilement ici que la seule chose
qu’il y ait à montrer est que cette application est bilinéaire. Si

B : E × E → R

(x, y) −→ 1

4

(
∥x+ y∥2 − ∥x− y∥2

)
est cette application, il est en effet clair que B(x, x) ≥ 0 pour tout x, et que
B(x, x) = 0 si et seulement si x = 0, puisque pour tout x, B(x, x) = ∥x∥2.
Exercice: SoitMn(R) l’espace vectoriel des matrices réelles carrées n×n. Montrer
que

⟨M,N⟩ = tr(tMN)

est un produit scalaire sur Mn(R) où tr représente la trace.

Solution: Notons M = (aij). Alors tM = (aji) et

M =

a11 . . . a1n
...

...
an1 . . . ann

 , tM =

a11 . . . an1
...

...
a1n . . . ann

 .

Si tMM = (bij) alors, pour tous i, j,

bij =

n∑
α=1

aαiaαj .
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Il est clair que ⟨·, ·⟩ est une forme bilinéaire. Elle est symétrique car trM = trtM
pour toute matrice carrée M , tandis que

t(tNM) = tMN

pour toutes matrices carrées M,N de Mn(R). La forme est enfin définie positive
car (cf. ci-dessus)

⟨M,M⟩ =
n∑

i=1

n∑
α=1

a2αi

=

n∑
i,j=1

a2ij

de sorte que ⟨M,M⟩ ≥ 0 pour toute matrice carrée M et de sorte que ⟨M,M⟩ = 0
si et seulement si M = 0. Donc ⟨·, ·⟩ est bien un produit scalaire sur Mn(R). □

11. Orthogonalité

On aborde maintenant les notions d’orthogonalité et d’orthonormalité déjà ren-
contrées pour les formes bilinéaires quelconques, mais cette fois-ci donc dans le
cadre des produits scalaires pour lesquels il n’y a plus de vecteur isotrope non triv-
ial. Soit E est un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire ⟨·, ·⟩. On dit que
deux vecteurs x et y de E sont orthogonaux (sous entendu pour ⟨·, ·⟩) si ⟨x, y⟩ = 0.
Si maintenant X est un sous ensemble de E, on définit l’orthogonal de X (toujours
sous entendu pour ⟨·, ·⟩ et que l’on note X⊥) par

X⊥ =
{
y ∈ E / ∀x ∈ X, ⟨x, y⟩ = 0

}
.

En d’autres termes, X⊥ est l’ensemble des vecteurs de E qui sont orthogonaux à
tous les vecteurs de X. On vérifie facilement que pour tout sous ensemble X de E,
X⊥ est un sous espace vectoriel de E. De même, on vérifie facilement que:

(P1) ∀X ⊂ Y , Y ⊥ ⊂ X⊥,

(P2) ∀X,Y , (X ∪ Y )⊥ = X⊥ ∩ Y ⊥,

(P3) ∀X, X ⊂ (X⊥)⊥.

Le théorème suivant a lieu.

Théorème 11.1 (Théorème de Pythagore). Soit E un R-espace vectoriel muni
d’un produit scalaire ⟨·, ·⟩, et soit ∥ · ∥ la norme associée au produit scalaire ⟨·, ·⟩.
Deux vecteurs x et y de E sont alors orthogonaux si et seulement si ∥x + y∥2 =
∥x∥2 + ∥y∥2.

Démonstration. Pour tous x, y ∈ E,

∥x+ y∥2 = ∥x∥2 + ∥y∥2 + 2⟨x, y⟩ ,

où ∥ · ∥ est la norme associée au produit scalaire ⟨·, ·⟩. Il s’ensuit clairement que
⟨x, y⟩ = 0 si et seulement si ∥x+ y∥2 = ∥x∥2 + ∥y∥2. D’où le résultat. □
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12. Retour sur la signature

On revient dans cette section sur les considérations du premier chapitre et plus
précisément sur la signature des formes quadratiques. Le premier résultat que l’on
démontre est le suivant.

Lemme 12.1. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie, F un sous espace
vectoriel de E et B une forme bilinéaire symétrique définie sur E×E. On suppose
que la restriction B|F de B à F est définie positive. On note F⊥B l’orthogonal de

F pour B. Alors E = F ⊕ F⊥B .

Démonstration. On commence par montrer que F et F⊥B sont d’intersection réduite
au vecteur nul. Soit x ∈ F

⋂
F⊥B . Alors B(x, x) = 0. Or x ∈ F et B|F est supposée

définie positive. Donc x = 0. D’où la relation F
⋂
F⊥B = {0}. Soit maintenant

x ∈ E. On note (e1, . . . , ek) une base orthogonale de F pour B|F (qui existe d’après
le Théorème 8.1). On pose

xi =
B(x, ei)

B(ei, ei)

pour tout i = 1, . . . , k (ce qui fait sens puisque B|F est définie positive de sorte que
B(ei, ei) > 0 pour tout i = 1, . . . , k). Soit

x1 =

k∑
i=1

xiei et x2 = x−
k∑

i=1

xiei .

On a x = x1 + x2 et x1 ∈ F . De plus, puisque (e1, . . . , ek) est orthogonale pour la
restriction B|F de B à F , donc en fait pour B,

B(x2, ej) = B(x, ej)− xjB(ej , ej) = 0

pour tout j = 1, . . . , k. Donc x2 ∈ F⊥B . D’où le lemme. □

On démontre ici une caractérisation dimensionnelle de la signature. Soit E un
R-espace vectoriel de dimension finie et B une forme bilinéaire symétrique définie
sur E × E. On note dans ce qui suit

E+
B =

{
F sev de E / B|F est définie positive

}
et

E−
B =

{
F sev de E / B|F est définie négative

}
,

où B|F est la restriction de B à F et où l’on dit d’une forme bilinéaire symétrique B̃

sur un espace vectoriel F qu’elle est définie négative si B̂ = −B̃ est définie positive.
Le Théorème 12.1 est parfois utilisé comme définition de la signature d’une forme
quadratique.

Théorème 12.1. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et soit Q une
forme quadratique définie sur E. Soit B la forme polaire de Q. On définit{

p+B = supF∈E+
B
(dimF )

p−B = supF∈E−
B
(dimF ) .

Le couple (p+B , p
−
B) n’est alors rien d’autre que la signature de Q.
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Démonstration. Notons (p, q) la signature de Q. Du théorème de Sylvester on tire
facilement que p ≤ p+B et que q ≤ p−B . Supposons que p < p+B . Alors p+B ≥ p+ 1 et

il existe ainsi un F ∈ E+
B qui est de dimension p+ 1. Du Lemme 12.1 on tire que

E = F ⊕ F⊥B .

Soit (e1, . . . , ep+1) une base orthogonale de F . Comme F ∈ E+
B , les B(ei, ei)

sont tous strictement positifs. Quitte à renormaliser (donc à remplacer les ei par

ei/
√
B(ei, ei)) on peut supposer que B(ei, ei) = 1 pour tout i = 1, . . . , p + 1.

Soit maintenant (ẽp+2, . . . , ẽn) une base de F⊥B . En renormalisant comme dans la
preuve de Sylvester, et quitte à réordonner les ẽi, il existe p̃ ≥ 0 et q̃ ≥ 0 pour
lesquels, dans F⊥B ,

Q(x) =

p+1+p̃∑
i=p+2

x2
i −

p+1+p̃+q̃∑
i=p+2+p̃

x2
i ,

où les xi sont les coordonnées de x dans la base (ẽp+2, . . . , ẽn). Pour x ∈ E on a
alors

Q(x) =

p+1+p̃∑
i=1

x2
i −

p+1+p̃+q̃∑
i=p+2+p̃

x2
i ,

où les xi sont les coorodonnées de x dans la base de E constituée des e1, . . . , ep+1

suivis des ẽp+2, . . . , ẽn. Le théorème de Sulvester 9.1 impose alors que p+1+ p̃ = p,

ce qui est impossible. Donc p = p+B . Soit maintenant B̃ = −B. La signature de

B̃ vaut alors (q, p). Donc q = p+
B̃

en raison de ce qui vient d’être démontré. Or

E+

B̃
= E−

B . Donc on a aussi q = p−B . Le théorème est démontré. □

13. Le critère de Sylvester

On démontre ici un critère pour décider si oui ou non une forme bilinéaire
symétrique est un produit scalaire. On commence avec la définition des mineurs
principaux d’une matrice.

Définition 13.1. Soit M ∈ Mn(R) une matrice réelle n × n. On note M =
(aij)1≤i,j≤n et pour k = 1, . . . , n, on note Mk = (aij)1≤i,j≤k les sous matrices
principales de M . On appelle alors mineurs principaux de M les déterminants
∆k = det(Mk) des sous matrices principales Mk pour k = 1, . . . , n.

Le critère de Sylvester qui permet de déterminer si oui ou non une forme bilinéaire
symétrique est un produit scalaire est donné par le théorème suivant.

Théorème 13.1 (Le critère de Sylvester). Soit E un R-espace vectoriel de dimen-
sion finie n et B une forme bilinéaire symétrique définie sur E × E. Soit B une
base de E et M = MB(B) la matrice de représentation de B dans B. Alors B est
un produit scalaire sur E si et seulement si les n mineurs principaux ∆k de M ,
k = 1, . . . , n, sont tous strictement positifs.

Démonstration. On sait déjà queB est symétrique. Supposons queB est un produit
scalaire, donc que B est définie positive. Notons B = (e1, . . . , en). Soit Fk =
Vect(e1, . . . , ek). La restriction de B à Fk est un produit scalaire sur Fk. Il existe

donc B̃k = (ẽk1 , . . . , ẽ
k
k) une base B-orthogonale de Fk. Si λi = B(ẽki , ẽ

k
i ), alors

λi > 0 pour tout i = 1, . . . , k. La matrice de représentation dans la base (e1, . . . , ek)
de la restriction de B à Fk n’est rien d’autre que la sous matrice principale Mk.
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Par ailleurs, si Pk est la matrice de passage de (e1, . . . , ek) à (ẽk1 , . . . , ẽ
k
k), alors, par

changement de bases,

MB̃k
(B) = tPkMkPk .

Comme MB̃k
(B) est la matrice diagonale des λi, en passant au déterminant on voit

que

det(Pk)
2det(Mk) =

k∏
i=1

λi

et donc det(Mk) > 0. Comme k est ici quelconque, les mineurs principaux de M
sont tous strictement positifs.

Pour démontrer la réciproque on procède par récurrence sur la dimension n de E.
Notre hypothèse de récurrence Hn est donc que pour tout R-espace vectoriel E de
dimension n et toute forme bilinéaire symétriqueB définie sur E×E, si les nmineurs
principaux ∆k de la matrice de représentation M = MB(B) de B dans une base B
de E sont tous strictement positifs, alors B est un produit scalaire sur E. Le cas
n = 1 est immédiat. On aborde maintenant la question de l’hérédité. On suppose
que notre hypothèse de récurrence est vraie à l’ordre n. Soit alors E un R-espace
vectoriel de dimension n+ 1, B une forme bilinéaire symétrique définie sur E × E
et B une base de E pour laquelle les mineurs de M = MB(B) sont tous strictement

positifs. On écrit que B = (e1, . . . , en+1) et on note En = Vect(e1, . . . , en). Si M̂
est la matrice de représentation dans (e1, . . . , en) de la restriction de B à En alors

M̂ = Mn. Les mineurs ∆k de M et Mn sont les mêmes pour k = 1, . . . , n. Par
hypothèse de récurrence, la restriction de B à En est donc définie positive. En
vertue du Lemme 12.1 on a donc que

E = En ⊕ E⊥B
n .

En particulier, dimE⊥B
n = 1. Soit (ẽ1, . . . , ẽn) une base B-orthogonale de En.

Quitte à normaliser on peut supposer que B(ẽi, ẽi) = 1 pour tout i = 1, . . . , n. Soit

ẽn+1 ̸= 0 un vecteur directeur de E⊥B
n . Alors B̃ = (ẽ1, . . . , ẽn, ẽn+1) est une base

de E. On a alors que

MB̃(B) =

(
In 0c
0ℓ Λ

)
, (13.1)

où In est la matrice identité n × n, Λ = B(ẽn+1, ẽn+1), 0c est une colonne de n

zéros et 0ℓ est une ligne de n zéros. Si P est la matrice de passage de B à B̃ et si
M̃ = MB̃(B), alors, par changement de bases,

M̃ = tPMP

et donc

Λ = det(P )2∆n+1 .

On en déduit que Λ > 0 puisque detM = ∆n+1 > 0. Clairement il suit de (13.1)

que B est définie positive puisque, dans B̃,

B(x, x) =

n∑
i=1

x̃2
i + Λx̃2

n+1 ,

où les x̃i sont les coordonnées de x dans B̃. Donc B est un produit scalaire sur E.
Par récurrence on a montré notre réciproque. Le théorème est démontré. □
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14. Bases orthonormées

On traite de la notion de base orthonormale et du procédé d’orthonormalisation
de Gram-Schmidt.

Définition 14.1. Soit E un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire ⟨·, ·⟩, et
soit ∥·∥ la norme associée au produit scalaire ⟨·, ·⟩. On dit qu’une famille (e1, . . . , en)
de vecteurs de E est:

(i) orthogonale si pour tous i ̸= j ∈
{
1, . . . , n

}
, ⟨ei, ej⟩ = 0,

(ii) orthonormale si pour tous i, j ∈
{
1, . . . , n

}
, ⟨ei, ej⟩ = δij,

où les symboles de Kroenecker δij sont définis par δij = 1 si i = j, et δij = 0 si
i ̸= j. Si E est de dimension finie, et si (e1, . . . , en) est une base de E, on parle
alors de base orthogonale et de base orthonormale.

Une famille orthonormale est une famille orthogonale dont les vecteurs sont de
normes 1 pour la norme associée au produit scalaire. Etant donnée (e1, . . . , en)
une famille orthogonale de vecteurs non nuls, on obtient une famille orthonormale
(ẽ1, . . . , ẽn) en posant pour tout i,

ẽi =
1

∥ei∥
ei ,

où ∥ · ∥ désigne la norme associée au produit scalaire. Lorsqu’il y a un seul produit
scalaire, la terminologie est bien choisie. Sinon, on parlera de famille orthogonale
pour le produit scalaire ⟨·, ·⟩, et de famille orthonormale pour le produit scalaire
⟨·, ·⟩.

Proposition 14.1. Soit E un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire. Toute
famille orthogonale de vecteurs non nuls de E est libre. En particulier, toute famille
orthonormale de vecteurs de E est libre, et si E est de dimension finie n, et si B
est une famille orthonormale de E composée de n vecteurs, alors B est une base de
E.

Démonstration. Soit ⟨·, ·⟩ le produit scalaire placé sur E. Il suffit de démontrer
que si (e1, . . . , en) est une famille orthogonale de E composée de vecteurs non nuls
(i.e. ei ̸= 0 pour tout i) alors (e1, . . . , en) est libre. Une famille orthonormale étant
forcément composée de vecteurs non nuls (puisque de normes 1), on en déduira que
toute famille orthonormale de vecteurs de E est libre. Sachant par ailleurs qu’une
famille libre de n vecteurs dans un espace vectoriel de dimension n est une base,
on en déduira de plus que si E est de dimension finie n, et si B est une famille
orthonormale de E composée de n vecteurs, alors B est une base de E. Soit donc
maintenant (e1, . . . , en) une famille orthogonale de E composée de vecteurs non
nuls. Supposons que pour des λ1, . . . , λn réels,

λ1e1 + · · ·+ λnen = 0 .

Alors, pour tout i0 = 1, . . . , n,

⟨
n∑

i=1

λiei, ei0⟩ = 0 .
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Or, la famille étant orthogonale,

⟨
n∑

i=1

λiei, ei0⟩ =
n∑

i=1

λi⟨ei, ei0⟩

= λi0∥ei0∥2 ,

où ∥ ·∥ est la norme associée au produit scalaire ⟨·, ·⟩. Comme ei0 ̸= 0, ∥ei0∥ ≠ 0, et
donc, forcément λi0 = 0. Puisque i0 est quelconque dans {1, . . . , n}, on en déduit
que λi = 0 pour tout i = 1, . . . , n. D’où le fait que la famille (e1, . . . , en) est libre.
La proposition est démontrée. □

On sait déjà (voir le chapitre précédent en algèbre bilinéaire) que si E est un
R-espace vectoriel de dimension finie munie d’un produit scalaire ⟨·, ·⟩, alors E
possède une base orthogonale (e1, . . . , en) pour ⟨·, ·⟩. Les vecteurs d’une base étant
forcément non nuls, on en déduit l’existence d’une base orthonormale (ẽ1, . . . , ẽn)
en posant

ẽi =
1

∥ei∥
ei ,

où ∥ · ∥ est la norme associée au produit scalaire ⟨·, ·⟩. Tout espace vectoriel de
dimension finie possède donc une base orthonormale. On propose ici une “autre”
preuve de ce résultat basée sur ce que l’on appelle le procédé d’orthonormalisation
de Gram-Schmidt. Partant d’une base quelconque, on la “transforme” en une base
orthonormale. . .

Théorème 14.1. Tout espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit scalaire
possède une base orthonormale.

Démonstration. On démontre le théorème avec le procédé d’orthonormalisation de
Gram-Schmidt. Soient E l’espace vectoriel en question et ⟨·, ·⟩ le produit scalaire
placé sur E. Soit (e1, . . . , en) une base quelconque de E. A partir de (e1, . . . , en)
on construit une base orthonormale (ẽ1, . . . , ẽn) en appliquant ce que l’on appelle
le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt. Pour commencer, on pose

ẽ1 =
1

∥e1∥
e1 ,

où ∥·∥ désigne la norme associée au produit scalaire ⟨·, ·⟩. On a Vect(ẽ1) = Vect(e1).
On construit maintenant le second vecteur. On pose

x = e2 − ⟨e2, ẽ1⟩ẽ1 .

On vérifie que ⟨x, ẽ1⟩ = 0. On a x ̸= 0 car e2 n’est pas colinéaire à e1. On pose
alors

ẽ2 =
1

∥x∥
x .

On a ainsi ∥ẽ1∥ = ∥ẽ2∥ = 1, et ⟨ẽ1, ẽ2⟩ = 0, de sorte que (ẽ1, ẽ2) est une famille
orthonormale. On a aussi Vect(ẽ1, ẽ2) = Vect(e1, e2). Si n = 2, le procédé s’arrête.
Sinon, n ≥ 3, et on cherche à déterminer λ et µ réels pour que le vecteur

x = e3 + λẽ1 + µẽ2

soit orthogonal à ẽ1 et ẽ2. On trouve ici que

⟨x, ẽ1⟩ = ⟨e3, ẽ1⟩+ λ et que ⟨x, ẽ2⟩ = ⟨e3, ẽ2⟩+ µ .
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Le vecteur

x = e3 − ⟨e3, ẽ1⟩ẽ1 − ⟨e3, ẽ2⟩ẽ2
est alors orthogonal aux vecteurs ẽ1 et ẽ2. Il est non nul car e3 ̸∈ Vect(e1, e2). On
pose

ẽ3 =
1

∥x∥
x ,

de sorte que (ẽ1, ẽ2, ẽ3) est une famille orthonormale. On a encore Vect(ẽ1, ẽ2, ẽ3) =
Vect(e1, e2, e3). Si n = 3, le procédé s’arrête, on a là une base orthonormale
(ẽ1, ẽ2, ẽ3) de E. Sinon, n ≥ 4, et on continue jusqu’à obtenir une famille or-
thonormale composée d’autant de vecteurs que la dimension n de E. De façon un
peu plus précise, et si les (ẽ1, . . . , ẽk) sont construits comme ci-dessus, avec k < n,
n la dimension de E, et donc aussi Vect(ẽ1 . . . , ẽk) = Vect(e1, . . . , ek), on cherche
des réels λ1, . . . , λk pour que le vecteur

x = ek+1 +

k∑
i=1

λiẽi

soit orthogonal aux vecteurs ẽi, i = 1, . . . , k. On trouve ici que

λi = −⟨ek+1, ẽi⟩ .

On sait que x ̸= 0 car ek+1 ̸∈ Vect(e1, . . . , ek). On pose

ẽk+1 =
1

∥x∥
x ,

de sorte que (ẽ1, . . . , ẽk, ẽk+1) est une famille orthonormale. On a là encore que
Vect(ẽ1 . . . , ẽk+1) = Vect(e1, . . . , ek+1). L’inclusion ⊂ s’obtient par construction et
il reste à remarquer que les deux familles étant libres les deux espaces sont de même
dimension k + 1 pour obtenir l’égalité. En répétant ce procédé on construit une
famille orthonormale composée de n vecteurs, n la dimension de E. Cette famille
est forcément une base orthonormale de E. D’où le résultat. □

On remarquera que le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt assure de
la relation Vect(ẽ1 . . . , ẽk) = Vect(e1, . . . , ek) pour tout k. Il existe par ailleurs une
formule simple donnant les coordonnées d’un vecteur dans une base orthonormale.
C’est l’objet du résultat important suivant.

Lemme 14.1. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n muni d’un produit
scalaire ⟨·, ·⟩. Soit de plus B = (e1, . . . , en) une base orthonormale de E. Si x ∈ E
a pour coordonnées (x1, . . . , xn) dans B, alors xi = ⟨x, ei⟩ pour tout i = 1, . . . , n.

Proof. Par définition des coordonnées,

x = x1e1 + · · ·+ xnen .

Par suite, pour tout i,

⟨x, ei⟩ =
n∑

j=1

xj⟨ej , ei⟩ ,

et puisque ⟨ej , ei⟩ = δij , on obtient que ⟨x, ei⟩ = xi. Le résultat est démontré. □
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Si B = (e1, . . . , en) est une base orthonormale pour un produit scalaire ⟨·, ·⟩, le
produit scalaire (et la norme associée) dans cette base prend l’expression du produit
scalaire euclidien (et de la norme euclidienne). Avec les notations usuelles,

⟨x, y⟩ = ⟨
n∑

i=1

xiei,

n∑
j=1

yjej⟩

=

n∑
i=1

n∑
j=1

xiyj⟨ei, ej⟩

=

n∑
i=1

n∑
j=1

xiyjδij

=

n∑
i=1

xiyi .

En particulier, on récupère aussi que ∥x∥ =
√∑n

i=1 x
2
i , où ∥·∥ est la norme associée

au produit scalaire ⟨·, ·⟩.
Exercice: Soit R2[X] l’espace des polynômes réels de degré au plus 2. On place
sur R2[X] la forme bilinéaire symétrique

⟨P,Q⟩ =
∫ 1

0

P (x)Q(x)dx .

(1) Montrer que ⟨·, ·⟩ est un produit scalaire sur R2[X].
(2) Trouver une base orthonormale de R2[X].

Solution: (1) Il est clair que ⟨·, ·⟩ est bilinéaire symétrique et que ⟨P, P ⟩ ≥ 0 pour
tout P ∈ R2[X]. Si

⟨P, P ⟩ =
∫ 1

0

P (x)2dx = 0

alors P (x) = 0 pour tout x ∈ [0, 1] puisqu’un polynôme est une fonction continue.
En particulier les coefficients du polynôme sont nuls puisqu’un polynôme de R2[X]
dont les coefficients ne sont pas nuls a au plus deux racines. Il en aurait ici une
infinité, d’où la nullité des coefficients. En bref, ⟨·, ·⟩ est un produit scalaire.

(2) (1, X,X2) est une base de R2[X]. On va appliquer Gram-Schmidt à cette base.
On a ∥1∥ = 1. On pose P1 = 1 le polynôme constant égal à 1. On pose P = X−λP1

et on cherche λ ∈ R de sorte que ⟨P1, P ⟩ = 0. On a

⟨P1, P ⟩ =
∫ 1

0

(x− λ)dx =
1

2
− λ .

On veut donc λ = 1
2 . Et alors

∥P∥2 =

∫ 1

0

(x− 1

2
)2dx

=

∫ 1

0

(x2 − x+
1

4
)dx

=
1

3
− 1

2
+

1

4

=
1

12
.
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On pose alors

P2 = 2
√
3

(
X − 1

2

)
.

On pose ensuite

P = X2 − λP2 − µP1

et on cherche λ ∈ R et µ ∈ R pour que ⟨P2, P ⟩ = 0 et ⟨P1, P ⟩ = 0. On a

⟨P1, P ⟩ =
∫ 1

0

(x2 − λP2(x)− µP1(x))dx

=

∫ 1

0

x2dx− µ

=
1

3
− µ

tandis que

⟨P2, P ⟩ =
∫ 1

0

(x2 − λP2(x)− µP1(x))P2(x)dx

=

∫ 1

0

x2P2(x)dx− λ

= 2
√
3

∫ 1

0

(x− 1

2
)x2dx− λ

= 2
√
3(

1

4
− 1

6
)− λ

=

√
3

6
− λ .

On veut donc

λ =

√
3

6
et µ =

1

3
.

On a en particulier calculé ∫ 1

0

x2P2(x)dx =

√
3

6
.

On a aussi calculé ∫ 1

0

x2P1(x)dx =
1

3
.

On a alors

∥P∥2 =

∫ 1

0

(
x2 −

√
3

6
P2(x)−

1

3
P1(x)

)2

dx

=

∫ 1

0

x4dx−
√
3

3

∫ 1

0

x2P2(x)dx− 2

3

∫ 1

0

x2P1(x)dx

+
1

12

∫ 1

0

P2(x)
2dx+

√
3

9

∫ 1

0

P2(x)P1(x)dx+
1

9

∫ 1

0

P1(x)
2dx

=
1

5
−

√
3

3
×

√
3

6
− 2

3
× 1

3
+

1

12
+ 0 +

1

9
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de sorte que

∥P∥2 =
1

5
− 1

12
− 1

9

=
9× 4− 3× 5− 4× 5

4× 5× 9

=
1

4× 5× 9

=
1

180

On pose

P3 = 3
√
20

(
X2 − (X − 1

2
)− 1

3

)
= 3

√
20

(
X2 −X +

1

6

)
.

La famille (P1, P2, P3) est alors une base orthonormée de R2[X]. □

15. Orthogonalité et sous espaces vectoriels

Les idées contenues dans le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt s’adaptent
facilement pour démontrer le résultat suivant.

Théorème 15.1. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie muni d’un pro-
duit scalaire. Toute famille orthonormale de vecteurs de E se complète en une base
orthonormale de E.

Démonstration. Notons n la dimension de E, et ⟨·, ·⟩ le produit scalaire placé sur
E. Soit (e1, . . . , ek) une famille orthonormale. Elle est libre (car orthonormale)
donc k ≤ n. Si k = n, c’est une base et il n’y a rien à ajouter. Sinon k < n et
la famille n’est pas génératrice. Du coup, c’est une idée que l’on utilise souvent, il
existe un vecteur x de E tel que x ̸∈ Vect(e1, . . . , ek). En particulier, x ̸= 0. On
pose

y = x−
k∑

i=1

λiei ,

où les λi ∈ R sont choisis de sorte que ⟨ei, y⟩ = 0 pour tout i = 1, . . . , k. Donc,
λi = ⟨ei, x⟩ puisque

⟨ei, y⟩ = ⟨ei, x⟩ − λi .

Comme x ̸∈ Vect(e1, . . . , ek), on a y ̸= 0. On pose

ek+1 =
1

∥y∥
y ,

où ∥ · ∥ désigne la norme associée au produit scalaire ⟨·, ·⟩. Alors (e1, . . . , ek+1) est
une famille orthonormale composée de k+1 vecteurs. Dès lors, soit k+1 = n, et on
a en fait une base de E, soit k + 1 < n et on recommence jusqu’à obtenir (il s’agit
d’un processus fini) une famille orthonormale qui soit composée de n vecteurs, et
donc une base orthonormale de E. D’où le résultat. □

Une conséquence importante de ce théorème est la suivante.
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Théorème 15.2. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie muni d’un pro-
duit scalaire. Pour tout sous espace vectoriel F de E, on a E = F ⊕ F⊥.

Démonstration. Soit ⟨·, ·⟩ le produit scalaire placé sur E. Il est déjà clair que la
somme de F et F⊥ est nécessairement dirècte. En effet, F ∩F⊥ = {0} car si x ∈ F
et x ∈ F⊥, alors ⟨x, x⟩ = 0 de sorte que x = 0. Par ailleurs, F est un espace
vectoriel de dimension finie. Il possède donc une base orthonormale (e1, . . . , ek), k
la dimension de F . On complète cette base en une base orthonormale (e1, . . . , en)
de E, n la dimension de E. Alors, clairement,

F⊥ = Vect(ek+1, . . . , en) .

Les ek+1, . . . , en sont en effet dans F⊥. Comme (ek+1, . . . , en) est une famille libre
(toute sous famille d’une famille libre étant une famille libre) on en déduit que
dimF⊥ ≥ n − k. Or dim(F ⊕ F⊥) ≤ dimE et dim(F ⊕ F⊥) = dimF + dimF⊥.
Donc dimF⊥ ≤ n− k puis dimF⊥ = n− k et on récupère bien que E = F ⊕ F⊥.
Le théorème est démontré. □

Exercice: Soit Mn(R) l’espace vectoriel des matrices réelles carrées n × n muni
du produit scalaire ⟨M,N⟩ = tr(tMN) vu précédemment à la Section 10. On
considère la base canonique de Mn(R) constituée des matrices Aij = (a(ij)kl) pour
i, j = 1, . . . , n, où a(ij)kl = 1 si (k, l) = (i, j), et a(ij)kl = 0 sinon. Montrer que la
base formée des Aij est une base orthonormale pour ⟨·, ·⟩.

Solution: Notons tAijAij = (bkl). On a alors

bll =

n∑
k=1

a(ij)2kl

pour tout l = 1, . . . , n. Par suite, bll = 0 si l ̸= j et bjj = 1. Donc, tr(tAijAij) = 1
et ainsi, ∥Aij∥ = 1. Soient maintenant (i, j) et (α, β) avec (i, j) ̸= (α, β). Notons
tAijAαβ = (bkl). On a alors

bll =

n∑
k=1

a(ij)kla(αβ)kl

pour tout l = 1, . . . , n. Par suite, pour que bll ̸= 0 il faut qu’il y ait au moins un k
pour lequel a(ij)kl = 1 et a(αβ)kl = 1. Or a(ij)kl = 1 si et seulement si (k, l) = (i, j)
et a(αβ)kl = 1 si et seulement si (k, l) = (α, β). Ces deux conditions ne peuvent
être réalisées en même temps car elles impliquent que (i, j) = (k, l) = (α, β) alors
que (i, j) ̸= (α, β). Donc bll = 0 pour tout l dans ce cas, et ainsi ⟨Aij , Aαβ⟩ = 0 si
(i, j) ̸= (α, β). La base canonique de Mn(R) est bien une base orthonormale pour
le produit scalaire ⟨M,N⟩ = tr(tMN).

16. Projecteurs orthogonaux

On utilise ici la décomposition E = F ⊕ F⊥ du Théorème 15.2 pour définir
la notion de projection orthogonale sur F . La définition qui suit fonctionne pour
F = {0} (alors F⊥ = E) et pour F = E (alors F⊥ = {0}), mais évidemment elle
renvoie plutôt à des situations où F n’est ni réduit au seul vecteur nul ni l’espace
E tout entier.
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Définition 16.1. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie muni d’un pro-
duit scalaire. Soit F un sous espace vectoriel de E. Comme E = F ⊕ F⊥, tout
vecteur x de E se décompose de façon unique en x = x1 + x2 avec x1 ∈ F et
x2 ∈ F⊥. On définit la projection orthogonale sur F comme étant l’application
pF : E → F donnée par pF (x) = x1.

On montre que pF est linéaire et on caractérise son noyau et son image.

Proposition 16.1. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie muni d’un
produit scalaire. Soit F un sous espace vectoriel de E. La projection orthogonale
pF est une application linéaire de E dans F qui vérifie que pF ◦ pF = pF . De plus
Im(pF ) = F et Ker(pF ) = F⊥.

Démonstration. Soient x, y ∈ E et x = x1 + x2, y = y1 + y2 les décompositions de
F suivant la décomposition E = F ⊕ F⊥. Soit λ ∈ R. Alors

x+ λy = (x1 + λy1) + (x2 + λy2)

et on a écrit la décomposition de x+ λy. Donc

pF (x+ λy) = x1 + λy1

= pF (x) + λpF (y)

et pF est donc bien linéaire. Si x ∈ F , x = x+ 0 est la décomposition de x suivant
la décomposition E = F⊕F⊥. Donc pF (x) = x pour tout x in F . On en déduit que
pF ◦pF = pF et que F ⊂ Im(pF ). Puisque Im(pF ) ⊂ F on obtient que Im(pF ) = F .
Si x ∈ P⊥

F , alors x = 0+x est la décomposition de x suivant la décomposition E =
F ⊕F⊥. Donc pF (x) = 0 pour tout x ∈ F⊥. Soit F⊥ ⊂ Ker(pF ). Réciproquement,
partons de l’écriture x = x1 + x2. Si pF (x) = 0 alors x1 = 0 et donc x = 0+ x2 (et
automatiquement donc x2 = x). En particulier, x ∈ F⊥. Donc Ker(pF ) ⊂ F⊥ et,
par double inclusion, Ker(pF ) = F⊥. □

L’expression explicite suivante a lieu. On notera que l’existence d’une base or-
thonormée (e1, . . . , en) de E pour laquelle la sous famille (e1, . . . , ek) soit une base
orthonormée de F (n = dim(E), k = dim(F )) suit du Théorème 15.1.

Proposition 16.2. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie muni d’un
produit scalaire ⟨·, ·⟩. Soit F un sous espace vectoriel de E. Soit (e1, . . . , en) une
base orthonormée de E choisie de sorte que la sous famille (e1, . . . , ek) soit une

base orthonormée de F . Alors pF (x) =
∑k

i=1⟨x, ei⟩ei pour tout x ∈ E.

Démonstration. Tout x de E s’écrit

x =

n∑
i=1

⟨x, ei⟩ei

=

k∑
i=1

⟨x, ei⟩ei +
n∑

i=k+1

⟨x, ei⟩ei

= x1 + x2

avec x1 =
∑k

i=1⟨x, ei⟩ei ∈ F et x2 =
∑n

i=k+1⟨x, ei⟩ei ∈ F⊥. D’où le résultat. □

Dans la pratique il suffit de connâıtre les (e1, . . . , ek) pour obtenir pF (x) suivant
la formule de la Proposition 16.2. On montre pour finir que la projection orthogo-
nale de x sur F réalise la minimum de la distance de x aux vecteurs de F .
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Théorème 16.1. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie muni d’un pro-
duit scalaire ⟨·, ·⟩. Soit F un sous espace vectoriel de E. Pour tout x ∈ E, et tout
y ∈ F ,

∥x− pF (x)∥ ≤ ∥x− y∥
où pF est la projection orthogonale sur F et ∥ · ∥ est la norme associée au produit
scalaire. De plus, si y ∈ F est tel que ∥x − pF (x)∥ = ∥x − y∥, alors forcément
y = pF (x).

Démonstration. Soit x = x1 + x2 la décomposition de x suivant la décomposition
E = F ⊕ F⊥. Donc x1 = pF (x). Pour tout y ∈ F ,

∥x− y∥2 = ∥(x1 − y) + x2∥2

= ∥x1 − y∥2 + ∥x2∥2

puisque x1 − y ∈ F et x2 ∈ F⊥ sont orthogonaux. En particulier, ∥x− pF (x)∥2 =
∥x2∥2. Donc, clairement, ∥x− pF (x)∥ ≤ ∥x− y∥ pour tout y ∈ F , et si maintenant
on a que ∥x − pF (x)∥ = ∥x − y∥ pour un y ∈ F , alors forcément ∥x1 − y∥ = 0 et
donc y = pF (x). □

17. Symétries orthorgonales

On utilise la décomposition E = F⊕F⊥ du Théorème 15.2 pour définir la notion
de symétrie orthogonale par rapport à F .

Définition 17.1. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie muni d’un pro-
duit scalaire. Soit F un sous espace vectoriel de E. Comme E = F ⊕ F⊥, tout
vecteur x de E se décompose de façon unique en x = x1 + x2 avec x1 ∈ F
et x2 ∈ F⊥. On définit la symétrie orthogonale par rapport à F comme étant
l’application sF : E → E donnée par sF (x) = x1 − x2.

La proposition suivante a lieu.

Proposition 17.1. On a sF = 2pF − IdE, où IdE est l’application linéaire identité
de E et pF est la projection orthogonale sur F (Définition 16.1). En particulier sF
est un endomorphisme de E. Il est involutif au sens où sF ◦ sF = IdE, et sF est
donc bijective de réciproque elle-même. On a enfin que sF = IdE sur F .

D’emonstration. La preuve de cette proposition est simple. Si x = x1 + x2 est la
décomposition de x suivant la décomposition E = F ⊕ F⊥, alors

(2pF − IdE) (x) = 2x1 − x

= x1 − x2

= sF (x)

pour tout x ∈ E. Donc sF = 2pF − IdE . Comme pF et IdE sont linéaire, sF l’est
aussi. On a clairement que

(sF ◦ sF )(x) = sF (sF (x)) = sF (x1 − x2) = x1 − (−x2) = x1 + x2 = x

pour tout x, et donc sF ◦ sF = IdE . Enfin il est clair que sF (x) = x pour tout
x ∈ F puisqu’alors x2 = 0. D’où la proposition. □

On démontre pour finir le résultat suivant. En présence d’un produit scalaire
on dit qu’une application f est une isométrie si elle préserve le produit scalaire
au sens où ⟨f(x), f(y)⟩ = ⟨x, y⟩ pour tous x, y. En présence d’une norme on dit
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qu’une application f est une isométrie si elle préserve la norme au sens où ∥f(x)∥ =
∥x∥ pour tout x. En présence d’une distance on dit qu’une application f est une
isométrie si elle préserve la distance au sens où d (f(x), f(y)) = d(x, y) pour tous
x, y. Qui préserve un produit scalaire préserve automatiquement la norme associée.

Théorème 17.1. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie muni d’un pro-
duit scalaire ⟨·, ·⟩. Soit F un sous espace vectoriel de E. La symétrie orthogonale
sF par rapport à F est une isométrie au sens où ⟨sF (x), sF (y)⟩ = ⟨x, y⟩ pour tous
x, y ∈ E. En particulier ∥sF (x)∥ = ∥x∥ pour tout x ∈ E, où ∥ · ∥ est la norme
associée au produit scalaire ⟨·, ·⟩.

Démonstration. Soient x, y ∈ E et x = x1 + x2, y = y1 + y2 les décompositions de
F suivant la décomposition E = F ⊕ F⊥. On a

⟨sF (x), sF (y)⟩ = ⟨x1 − x2, y1 − y2⟩
= ⟨x1, y1⟩+ ⟨x2, y2⟩ − ⟨x1, y2⟩ − ⟨x2, y1⟩
= ⟨x1, y1⟩+ ⟨x2, y2⟩

puisque x1, y1 ∈ F et x2, y2 ∈ F⊥ de sorte que ⟨x1, y2⟩ = 0 et ⟨x2, y1⟩ = 0. De
même,

⟨x, y⟩ = ⟨x1 + x2, y1+2⟩
= ⟨x1, y1⟩+ ⟨x2, y2⟩+ ⟨x1, y2⟩+ ⟨x2, y1⟩
= ⟨x1, y1⟩+ ⟨x2, y2⟩

puisque, comme ci-dessus, ⟨x1, y2⟩ = 0 et ⟨x2, y1⟩ = 0. Donc ⟨sF (x), sF (y)⟩ = ⟨x, y⟩
pour tous x, y ∈ E. En prenant y = x on obtient que ∥sF (x)∥ = ∥x∥ pour tout
x ∈ E. Le théorème est démontré. □
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CHAPITRE 3
LE THÉORÈME SPECTRAL

On revient ici à la problématique de diagonalisation des endomorphismes mais
dans le cadre des endomorphismes symétriques. Ce que l’on commence par définir.

18. Endomorphisme adjoint.

La notion d’endomorphisme adjoint est liée au produit scalaire. Elle est définie
dans le théorème qui suit.

Théorème 18.1. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie muni d’un pro-
duit scalaire ⟨·, ·⟩. Soit f ∈ End(E) un endomorphisme de E. Il existe alors un
unique endomorphisme f⋆ ∈ End(E), appelé adjoint de f (sous entendu pour ⟨·, ·⟩),
tel que pour tous x, y ∈ E,

⟨f(x), y⟩ = ⟨x, f⋆(y)⟩ .

Si B est une base orthonormale de E, f⋆ est caractérisé par le fait que sa matrice
dans B est la transposée de la matrice de f dans B. En d’autres termes, MBB(f

⋆) =
tMBB(f) pour toute base orthonormale B de E.

Démonstration. Notons B = (e1, . . . , en) une base orthonormale de E, et notons aij
les coefficients de la matrice de représentation de f dans B de sorte que MBB(f) =
(aij). Donc

MBB(f) =

a11 . . . a1n
...

...
an1 . . . ann

 .

On construit l’endomorphisme f⋆ ∈ End(E) de E par

MBB(f
⋆) = tMBB(f)

de sorte que MBB(f
⋆) = (aji). Donc

MBB(f
⋆) =

a11 . . . an1
...

...
a1n . . . ann

 .

Soient maintenant x et y deux vecteurs de E de coordonnées respectives xi et yi
dans B. Alors

f(x) =

n∑
j=1

xjf(ej)

=

n∑
i,j=1

aijxjei ,

et donc, puisque B est une base orthonormale,

⟨f(x), y⟩ =
n∑

i,j=1

aijyixj .
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Par ailleurs,

f⋆(y) =

n∑
j=1

yjf
⋆(ej)

=

n∑
i,j=1

ajiyjei ,

et donc, toujours puisque B est une base orthonormale,

⟨x, f⋆(y)⟩ =
n∑

i,j=1

ajiyjxi .

On trouve donc bien que pour tous x, y ∈ E,

⟨f(x), y⟩ = ⟨x, f⋆(y)⟩ .
Il reste à ce stade à montrer que f⋆ est unique (et cela suffira à démontrer le
théorème). Or

⟨f(x), y⟩ = ⟨x, f⋆(y)⟩
entrâıne en particulier que

⟨f(ei), ej⟩ = ⟨ei, f⋆(ej)⟩
pour tous i, j. Mais si X est un vecteur de E, ses coordonnées dans B sont exacte-
ment les Xi = ⟨X, ei⟩. Il suit que

⟨f(ei), ej⟩ = aji

pour tous i, j, puis que pour tout j,

f⋆(ej) =

n∑
i=1

ajiei .

Par suite f⋆ est uniquement déterminée, et donc unique. Le théorème est démontré.
□

On rappelle que si

MBB(f) =

a11 . . . a1n
...

...
an1 . . . ann


dans une base B = (e1, . . . , en), alors pour tout j, f(ej) =

∑n
i=1 aijei .

Proposition 18.1. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie muni d’un pro-
duit scalaire ⟨·, ·⟩. Soit f ∈ End(E) un endomorphisme de E. Soit f⋆ l’endomorphisme
adjoint de f . On a Ker(f⋆) = Im(f)⊥ et Im(f⋆) = Ker(f)⊥.

Démonstration. On a y ∈ Ker(f⋆) si et seulement si f⋆(y) = 0. Et f⋆(y) = 0
si et seulement si pour tout x, ⟨f(x), y⟩ = 0. Donc f⋆(y) = 0 si et seulement
si y ∈ Im(f)⊥. Soit maintenant z ∈ Im(f⋆). Alors z = f⋆(x). Soit y ∈ Ker(f)
quelconque. On a ⟨y, z⟩ = ⟨f(y), x⟩ = 0 puisque f(y) = 0. Donc Im(f⋆) ⊂ Ker(f)⊥.
Avec le théorème du rang,

dimKer(f⋆) + dimIm(f⋆) = n

si n est la dimension de E (donc de E⋆). Le Théorème 15.2 et l’égalité Ker(f⋆) =
Im(f)⊥ donnent que dimKer(f⋆) = n − p si p = dimIm(f) = Rg(f). Donc
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dimIm(f⋆) = p. Encore avec le Théorème 15.2 on peut écrire que dimKer(f)⊥ =
n−dimKer(f) tandis que le théorème du rang donne que dimKer(f) = n−Rg(f) =
n − p. Donc dimKer(f)⊥ = p. Les deux espaces vectoriels Im(f⋆) et Ker(f)⊥ ont
donc même dimension et Im(f⋆) ⊂ Ker(f)⊥. Donc Im(f⋆) = Ker(f)⊥. La propo-
sition est démontrée. □

Exercice: Soit E un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire ⟨·, ·⟩. Soient
u, v ∈ End(E) deux endomorphismes de E. Montrer que (v ◦ u)⋆ = u⋆ ◦ v⋆. On
suppose maintenant que u et v sont symétriques au sens de la Définition 19.1, à
savoir u⋆ = u et v⋆ = v. Montrer que v ◦u est symétrique, à savoir (v ◦u)⋆ = v ◦u,
si et seulement si v ◦ u = u ◦ v.
Solution: Soient x, y ∈ E quelconques. On a

⟨(v ◦ u)(x), y⟩ = ⟨v (u(x)) , y⟩
= ⟨u(x), v⋆(y)⟩
= ⟨x, u⋆ (v⋆(y))⟩
= ⟨x, (u⋆ ◦ v⋆)(y)⟩ .

Par suite, comme x et y sont quelconques, (v◦u)⋆ = u⋆◦v⋆. On suppose maintenant
que u et v sont symétriques, donc que u⋆ = u et v⋆ = v. Supposons que v ◦ u est
symétrique. Alors (v ◦u)⋆ = v ◦u. Comme par ailleurs on a aussi u⋆ ◦ v⋆ = u ◦ v, et
comme (v◦u)⋆ = u⋆ ◦v⋆, on en déduit que v◦u = u◦v. Réciproquement supposons
que v ◦ u = u ◦ v. Comme u⋆ ◦ v⋆ = u ◦ v on a écrit que v ◦ u = u⋆ ◦ v⋆. Par
suite, comme (v ◦ u)⋆ = u⋆ ◦ v⋆, on a écrit que (v ◦ u)⋆ = v ◦ u. Donc que v ◦ u est
symétrique. □

19. Le Théorème spectral

La notion d’endomorphisme symétrique est associée à un produit scalaire.

Définition 19.1. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie muni d’un pro-
duit scalaire. On dit qu’un endomorphisme f ∈ End(E) est symétrique (ou encore
autoadjoint) si f = f⋆, où f⋆ est l’adjoint de f (pour le produit scalaire).

Dire que f est symétrique revient encore à dire que pour toute base orthonormale
B de E, la matrice de f dans B est symétrique. L’objectif de cette section est de
démontrer le théorème spectral suivant.

Théorème 19.1 (Théorème spectral). Soit E un R-espace vectoriel de dimension
finie muni d’un produit scalaire, et soit f ∈ End(E) un endomorphisme symétrique
de E, donc tel que f = f⋆. Alors f est diagonalisable, qui plus est dans une base
orthonormale de E.

En d’autres termes, pour tout endomorphisme symétrique f ∈ End(E) de E, il
existe une base orthonormale de E qui soit composée de vecteurs propres de f .

On propose tout d’abord une preuve de ce théorème dans le cas n = 2. On
montre successivement les trois points suivants:

1 - Les valeurs propres de f sont réelles,

2 - Les espaces propres de f sont deux à deux orthogonaux,

3 - f est diagonalisable dans une base orthonormale,
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de sorte que, au total, f est diagonalisable, qui plus est dans une base orthonormale
de E, ce qui démontre le théorème lorsque n = 2. Une preuve lorsque n = 3 est
proposée à la section suivante. La preuve dans le cas général n ≥ 3 est proposée à
la dernière section de ce chapitre On suppose donc dans la suite que n = 2.

Démonstration de l’étape 1. On affirme que si f ∈ End(E) est un endomorphisme
symétrique de E, alors les valeurs propres de f sont toutes réelles. Pour le voir,
dans ce cas “simple” où n = 2, on considère une base orthonormale B de E. Alors
la matrice de représentation de f dans cette base est symétrique, et donc du type

MBB(f) =

(
a b
b c

)
.

Par suite, le polynôme caractéristique de f vaut

P (X) = (a−X)(c−X)− b2

= X2 − (a+ c)X + (ac− b2) .

Son discriminant vaut ∆ = (a + c)2 − 4(ac − b2) = (a − c)2 + 4b2 qui est toujours
positif ou nul. Donc P a toutes ses racines dans R. En d’autres termes, les valeurs
propres de f sont toutes réelles. □

Démonstration de l’étape 2. On affirme que si f ∈ End(E) est un endomorphisme
symétrique de E, alors les espaces propres de f sont deux à deux orthogonaux.
Dans ce cas particulier où n = 2, soit f a une seule valeur propre, et il n’y a rien
à démontrer, soit f a deux valeurs propres distinctes. On note λ1 et λ2 les deux
valeurs propres distinctes de f , et x et y deux vecteurs propres de f respectivement
associés aux valeurs propres λ1 et λ2. Puisque f est symétrique,

⟨f(x), y⟩ = ⟨x, f(y)⟩ ,
et donc (

λ1 − λ2

)
⟨x, y⟩ = 0

puisque

f(x) = λ1x et f(y) = λ2y .

Comme λ1 ̸= λ2, il suit que

⟨x, y⟩ = 0 .

D’où l’affirmation. □

Démonstration de l’étape 3. On affirme que si f ∈ End(E) est un endomorphisme
symétrique de E, alors E est la somme dirècte des espaces propres de f . Si f a deux
valeurs propres distinctes λ1 et λ2, alors on sait déjà que E est somme (dirècte) des
espaces propres de f . Si e1 est un vecteur de norme 1 de Eλ1 et e2 est un vecteur
de norme 1 de Eλ2 , alors d’après l’étape 2, (e1, e2) est une base orthonormale de
E. Dans cette base MBB(f) est diagonale. Le théorème est démontré dans ce cas.
Si maintenant f a une seule valeur propre λ1, alors le discriminant ∆ du polynôme
caractéristique de f doit être nul. Etant donnée une base orthonormale B, on a vu
que dans cette base

∆ = (a− c)2 + 4b2 .

Donc a = c et b = 0. En d’autres termes,

MBB(f) =

(
a 0
0 a

)
,
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et f est diagonalisable dans B qui est orthonormale. Le théorème est démontré. □

Exercice: Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit
scalaire ⟨·, ·⟩. Soit u ∈ End(E) un endomorphisme de E. On suppose que u est
symétrique et que ⟨u(x), x⟩ = 0 pour tout x ∈ E. Montrer que u est l’endomorphisme
nul.

Solution: Comme u est symétrique, u est diagonalisable, et même u est diagonal-
isable dans une base orthonormée de E. En particulier il existe B̃ = (ẽ1, . . . , ẽn)
une base (orthonormée) qui diagonalise u. Si λi est la valeur propre associée à ei
alors

⟨u(ei), ei⟩ = λi∥ei∥2 .

Par hypothèse ⟨u(ei), ei⟩ = 0, et puisque ∥ei∥ ≠ 0, on récupère λi = 0. Comme i
est quelconque, λi = 0 pour tout i, et il suit que MB̃B̃(u) est la matrice nulle. En
particulier u est l’endomorphisme nul. □

Une conséquence dirècte de la preuve est donnée par le résultat suivant (cf.
l’étape 2 ci-dessus, ou l’étape 2 de la section 24 en dimension quelconque).

Lemme 19.1. Les espaces propres d’un endomorphisme symétrique sont deux à
deux orthogonaux.

20. Preuve lorsque n = 3

On suppose ici que (E, ⟨·, ·⟩) est un espace préhilbertien de dimension 3 et que
f ∈ End(E) est un endomorphisme symétrique de E. On se propose de montrer,
qu’alors, f est diagonalisable dans une base orthonormée de (E, ⟨·, ·⟩).

Le polynôme caractéristique P de f est de degré 3 puisque E est de dimension
3. Son terme de plus haut degré est −X3. On a donc que

lim
x→−∞

P (x) = +∞ et lim
x→+∞

P (x) = −∞ .

Par suite, et par théorème des valeurs intermédiaires, puisqu’un polynôme est tou-
jours une fonction continue, il existe λ1 ∈ R une racine de P . En d’autres termes,
f a au moins une valeur propre réelle λ1.

On prétend que (f − λ1IdE)
⋆ = f⋆ − λ1IdE pour tout endomorphisme f de E.

En effet, pour tous x, y ∈ E,

⟨f(x)− λ1x, y⟩ = ⟨f(x), y⟩ − λ1⟨x, y⟩
= ⟨x, f⋆(y)⟩ − ⟨x, λ1y⟩
= ⟨x, (f⋆ − λ1IdE)(y)⟩ ,

ce qui prouve notre assertion. Dans notre cas, puisque f est symétrique, (f −
λ1IdE)

⋆ = f − λ1IdE .

On prétend maintenant que Eλ1
, l’espace propre associé à λ1, et E⊥

λ1
, son or-

thogonal, sont tous deux stables par f , à savoir que f(Eλ1) ⊂ Eλ1 et f(E⊥
λ1
) ⊂ E⊥

λ1
.

Pour Eλ1 c’est immédiat. En effet, si x ∈ Eλ1 alors f(x) = λ1x et donc f(x) ∈ Eλ1

puisque Eλ1
est un espace vectoriel, et l’on a donc bien que f(Eλ1

) ⊂ Eλ1
. Par

ailleurs, avec la Proposition 18.1, et ce qui a été dit ci-dessus,

E⊥
λ1

= Ker(f − λ1IdE)
⊥ = Im(f − λ1IdE) .
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Par suite y ∈ E⊥
λ1

si et seulement si il existe x ∈ E tel que y = f(x) − λ1x. On a
que

f(y) = f (f(x))− λ1f(x) = (f − λ1IdE) (f(x))

si y = f(x) − λ1x, et donc f(y) ∈ E⊥
λ1

si y ∈ E⊥
λ1
. Donc f(E⊥

λ1
) ⊂ E⊥

λ1
comme

annoncé.

Si Eλ1 = E il n’y a rien à démontrer puisqu’alors f = λ1IdE . On peut donc
supposer dans ce qui suit que dim(Eλ1) = 1 ou dim(Eλ1) = 2. De plus, cf. le
chapitre précédent, on a toujours que E = Eλ1

⊕ E⊥
λ1
. En particulier, on obtient

que dim(E⊥
λ1
) = 3− dim(Eλ1

).

Si dim(Eλ1
) = 1 alors dim(E⊥

λ1
) = 2. Soit g = f|E⊥

λ1

la restriction de f à E⊥
λ1
.

En raison de ce qui a été dit plus haut, g ∈ End(E⊥
λ1
). De plus g est symétrique

(pour le produit scalaire restreint à E⊥
λ1
) puisque f est symétrique: ∀x, y ∈ E⊥

λ1
,

⟨g(x), y⟩ = ⟨x, g(y)⟩ .
On a démontré le théorème spectral en dimension 2. En vertue de ce théorème
il existe (ẽ2, ẽ3) une base orthonormale de E⊥

λ1
qui diagonalise g. Et donc, en

particulier, f(ẽ2) = λẽ2 et f(ẽ3) = µẽ3 pour des λ, µ ∈ R. Soit ẽ1 un vecteur
directeur de norme 1 de Eλ1

. On a f(ẽ1) = λ1ẽ1 et (ẽ1, ẽ2, ẽ3) est une famille
orthonormée. Cette famille a 3 vecteurs et E est de dimension 3. C’est donc une
base orthonormée de E et elle diagonalise f . C’est ce qu’il fallait démontrer.

Si dim(Eλ1) = 2 alors dim(E⊥
λ1
) = 1. Soit g = f|Eλ1

la restriction de f à Eλ1 .

Pour tout x ∈ Eλ1
, g(x) = f(x) = λ1x. Donc g = λ1IdEλ1

sur Eλ1
. Si (ẽ1, ẽ2)

est une base orthonormale de Eλ1 , alors f(ẽ1) = λ1ẽ1 et f(ẽ2) = λ1ẽ2. Soit ẽ3 un
vecteur directeur de norme 1 de E⊥

λ1
. On a f(ẽ3) = λẽ3 pour un certain λ ∈ R

puisque f(E⊥
λ1
) ⊂ E⊥

λ1
. La famille (ẽ1, ẽ2, ẽ3) est une famille orthonormée. Cette

famille a 3 vecteurs et E est de dimension 3. C’est donc une base orthonormée de
E et elle diagonalise f . C’est ce qu’il fallait démontrer.

Au total, le théorème spectral est démontré en dimension 3.

21. Le point de vue des matrices

On commence par définir la notion de matrice orthogonale.

Définition 21.1. Soit P une matrice n×n. On dit que P est orthogonale si P est
inversible et P−1 = tP .

Les matrices orthogonales sont les matrices de passage d’une base orthonormale
à une base orthonormale. C’est l’objet du résultat suivant.

Lemme 21.1. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit
scalaire. Si B et B̃ sont deux bases orthonormales de E, alors la matrice MB→B̃ de

passage de B à B̃ est telle que M−1

B→B̃ = tMB→B̃. En d’autres termes, la matrice

de passage MB→B̃ d’une base orthonormale B à une base orthonormale B′ est une
matrice orthogonale.

Démonstration. Notons B = (e1, . . . , en), B̃ = (ẽ1, . . . , ẽn), et ⟨·, ·⟩ le produit
scalaire de E. Pour i, j = 1, . . . , n, on note de même

aij = ⟨ei, ẽj⟩
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et on note Φ et Ψ les endomorphismes de E définis par

Φ(ei) = ẽi et Ψ(ẽi) = ei

pour tout i. Alors

MB→B̃ = MBB(Φ) tandis que M−1

B→B̃ = MBB(Ψ) .

Sachant que les coordonnées d’un vecteurX dans une base orthonormale (e1, . . . , en)
sont exactement les Xi = ⟨X, ei⟩, on voit que MBB(Φ) = (aij). Par ailleurs,

ej =

n∑
i=1

⟨ej , ẽi⟩ẽi

=

n∑
i=1

ajiẽi

de sorte que

Ψ(ej) =

n∑
i=1

ajiei .

On en déduit que MBB(Ψ) = (aji). Donc

MBB(Ψ) = tMBB(Φ) ,

et le lemme est démontré. □

Une autre justification de la terminologie “matrice orthogonale” est la suivante.
Notons ⟨·, ·⟩ le produit scalaire euclidien de Rn donné par

⟨x, y⟩ =
n∑

i=1

xiyi

où les xi et yi sont les coordonnées de x et y dans la base canonique de Rn. Si on
note X la matrice vecteur colonne constituée des xi et Y la matrice vecteur colonne
constituée des yi, on a aussi

⟨x, y⟩ = tXY .

On constate alors très facilement que les matrices orthogonales préservent le produit
scalaire, et donc en particulier aussi l’orthogonalité (d’où une autre explication
possible du nom qui leur est donné). Plus précisément, on montre très facilement
que si P est orthogonale, alors pour tous X,Y ,

t(PX)(PY ) = tXY

et ce tout simplement puisque t(PX)(PY ) = tX(tPP )Y et tPP = Idn lorsque P
est orthogonale. En particulier si X et Y sont orthogonaux, alors PX et PY le
sont aussi.

On passe maintenant à la transcription du théorème spectral du language des en-
domorphismes symétriques au language des matrices, ce qui donne lieu au théorème
suivant.

Théorème 21.1. Soit A une matrice réelle symétrique. Il existe alors une matrice
orthogonale P , donc telle que P−1 = tP , pour laquelle la matrice P−1AP est
diagonale. En particulier, une matrice symétrique est diagonalisable.
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Démonstration. Soit A une matrice symétrique n×n. On considère E un R-espace
vectoriel de dimension n, ⟨·, ·⟩ un produit scalaire sur E, et B = (e1, . . . , en) une
base orthonormale de E. Par exemple, E = Rn, ⟨·, ·⟩ le produit scalaire euclidien,
et B la base canonique de Rn. On construit l’endomorphisme f ∈ End(E) de E par

MBB(f) = A .

Puisque A est symétrique, et B est orthonormale, f est aussi symétrique. Il existe
donc, en vertue du théorème vu plus haut, une base orthonormale B̃ de E qui
diagonalise f , et donc pour laquelle MB̃B̃(f) est diagonale. En vertue de la formule
du changement de base vue dans les chapitres précédents,

MB̃B̃(f) = M−1

B→B̃MBB(f)MB→B̃ .

Si P = MB→B̃, alors P est orthogonale, à savoir P−1 = tP , et la formule précédente
nous dit que P−1AP est diagonale. D’où le théorème. □

Exercice: Soit A une matrice réelle symétrique. On suppose qu’il existe p ∈ N⋆

tel que Ap = 0 (on dit que A est nilpotente). Montrer que A est la matrice nulle.

Solution: Comme A est symétrique elle est diagonalisable. En particulier il existe
une matrice orthogonale P (i.e. P−1 = tP ) et une matrice diagonale D telles que

tPAP = D .

On en déduit que
tPApP = Dp ,

et si Ap = 0 alors Dp = 0. Si la diagonale de D est constituée des λi, alors D
p est

encore diagonale et elle est constituée des λp
i . On a donc λp

i = 0 pour tout i, donc
λi = 0 pour tout i. Par suite D = 0. Comme P est inversible et P−1 = tP , on a
que A = PDtP . D’où A = 0. □

A titre de remarque, il faut faire attention au language des matrices. En général
on ne retient que la dernière affirmation du théorème (une matrice symétrique est
diagonalisable) en oubliant l’information supplémentaire importante que la matrice
qui “la diagonalise” peut-être choisie de sorte qu’elle soit orthogonale. Cela corre-
spond au fait qu’un endomorphisme symétrique est diagonalisable dans une base
qui peut être choisie orthonormale.

Lemme 21.2. Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie n muni d’un
produit scalaire. Si B et B̃ sont deux bases de E, si B est orthonormale, et si
MB→B̃ est une matrice orthogonale, alors B̃ est aussi une base orthonormale.

Démonstration. On note ⟨·, ·⟩ le produit scalaire placé sur E, et on note B =

(e1, . . . , en), B̃ = (ẽ1, . . . , ẽn). Soit de plus Φ et Ψ les endomorphismes de E définis
par

Φ(ei) = ẽi et Ψ(ẽi) = ei

pour tout i. Alors Ψ = Φ−1, et MBB(Φ) = MB→B̃. En particulier,

MBB(Ψ) = MBB(Φ)
−1 (puisque Ψ = Φ−1)

= tMBB(Φ) (puisque MB→B̃ est orthogonale)

et il suit que l’on a aussi Ψ = Φ⋆, l’adjoint de Φ. Donc, pour tous x, y ∈ E,

⟨Φ(x), y⟩ = ⟨x,Ψ(y)⟩ .
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En particulier, pour tous i, j = 1, . . . , n,

⟨ẽi, ẽj⟩ = ⟨Φ(ei), ẽj⟩
= ⟨ei,Ψ(ẽj)⟩
= ⟨ei, ej⟩ ,

et puisque B est orthonormale, B̃ l’est aussi. D’où la preuve du lemme. □

Exercice: Soit A la matrice

A =

3 2 4
2 0 2
4 2 3

 .

Montrer que A est diagonalisable. Trouver une matrice orthogonale P pour laquelle
tPAP est diagonale.

Solution: La matrice A est symétrique, donc diagonalisable et il existe P or-
thogonale telle que tPAP est diagonale. Soient E = R3, ⟨·, ·⟩ le produit scalaire
euclidien de R3, B = (e1, e2, e3) la base canonique de R3 (elle est orthonormée) et
f ∈ End(R3) l’endomorphisme défini par

MBB(f) = A .

Alors f est diagonalisable, qui plus est dans une base orthonormée B̃ pour ⟨·, ·⟩.
La matrice orthogonale P recherchée est alors donnée par P = MB→B̃ (cours). Le
polynôme caractéristique de f est donné par

P (X) = −X(X − 3)2 + 24X + 8 = −X3 + 6X2 + 15X + 8 .

On remarque que P (−1) = 0. Par suite P se factorise en

P (X) = −(X + 1)(X2 + αX − 8)

avec α ∈ R. On trouve α+ 1 = −6 et α− 8 = −15 de sorte que α = −7. Par suite

P (X) = −(X + 1)(X2 − 7X − 8)

= −(X + 1)2(X − 8) .

Les valeurs propres de f sont −1 et 8. Soient E−1 et E8 les espaces propres
associés. On sait déjà que E8 est de dimension 1, et comme f est diagonalisable
E−1 est forcément de dimension 2. On trouve que

E−1 = {(x, y, z) / 2x+ y + 2z = 0}
= {x(1,−2, 0) + z(0,−2, 1) , x, z ∈ R} .

Soient u = (1,−2, 0) et v = (0,−2, 1). Alors (u, v) est génératrice pour E−1. On
vérifie facilement que (u, v) est aussi libre. Donc (u, v) est une base pour E−1. On
orthonormalise maintenant (u, v) en appliquant Gram-Schmidt. On a ∥u∥2 = 5.
On pose

ẽ1 =
1√
5
u =

(
1√
5
,− 2√

5
, 0

)
.

On calcule

⟨v, ẽ1⟩ =
4√
5
.
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On pose

ṽ = v − ⟨v, ẽ1⟩ẽ1 =

(
−4

5
,−2

5
, 1

)
.

On a

∥ṽ∥2 =
45

25
=

9

5
.

On pose

ẽ2 =

√
5

3
ṽ =

(
− 4

3
√
5
,− 2

3
√
5
,

√
5

3

)
.

Alors (ẽ1, ẽ2) est une base orthonormée de E−1. Indépendamment, on trouve que

E8 = {(x, y, z) / x = z = 2y}
= {y(2, 1, 2) , y ∈ R} .

Donc E8 est la droite vectorielle de vecteur de base w = (2, 1, 2). On a ∥w∥ = 3.
On pose

ẽ3 =
1

3
w =

(
2

3
,
1

3
,
2

3

)
.

Alors (cours) la famille B̃ = (ẽ1, ẽ2, ẽ3) est une base orthonormée et si

P =


1√
5

− 4
3
√
5

2
3

− 2√
5

− 2
3
√
5

1
3

0
√
5
3

2
3


on a que

tPAP =

−1 0 0
0 −1 0
0 0 8


□

22. Décompositions d’Iwasawa et de Cholesky

On aborde ici deux décompositions (écritures) particulières des matrices carrées
(inversible pour l’une, symétrique définie positive pour l’autre). La première des
deux décompositions, dite d’Iwasawa, ou encore décomposition QR, concerne les
matrices inversibles (il y a plus général pour les matrices n× p avec n ≥ p).

Théorème 22.1 (Décomposition d’Iwasawa d’une matrice inversible). Soit M une
matrice carrée n×n inversible. Il existe alors Q orthogonale n×n et R triangulaire
supérieure n× n à diagonale strictement positive telles que M = QR.

Démonstration. Soit Rn muni du produit scalaire euclidien ⟨·, ·⟩. Soit B la base
canonique de Rn. Elle est orthonormale pour ⟨·, ·⟩. Comme M est inversible il
existe une (et une seule) base B′ de Rn telle que

MB→B′ = M .

On note B′′ la base orthonormale obtenue à partir de B′ par le procédé d’orthonormalisation
de Gram-Schmidt. On note

Q = MB→B′′ et R = MB′′→B′ .
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Comme B et B′′ sont orthonormales, Q est orthogonale. Soit Id l’application linéaire
identité de Rn. On écrit que

MB→B′ = MB′B(Id) = M

MB→B′′ = MB′′B(Id) = Q

MB′′→B′ = MB′B′′(Id) = R .

On rappelle la formule de composition: si

(E1,B1)
f7→ (E2,B2)

g7→ (E3,B3)

alors

MB1B3(g ◦ f) = MB2B3(g)MB1B2(f) .

Clairement, Id = Id ◦ Id et donc

MB′B(Id) = MB′′B(Id)MB′B′′(Id) ,

soit encore M = QR. Il reste à prouver que R est triangulaire supérieure à
diagonale strictement positive. Cela tient au fonctionnement même du procédé
d’orthonormalisation de Gram-Schmidt. Notons

B′ = (e′1, . . . , e
′
n) et B′′ = (e′′1 , . . . , e

′′
n) .

Le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt fonctionne de tel façon que

(i) ∀k = 1, . . . , n,Vect(e′′1 , . . . , e
′′
k) = Vect(e′1, . . . , e

′
k)

(ii) ∀k = 1, . . . , n, e′′k = λke
′
k +

k−1∑
i=1

αike
′
i

où λk > 0 pour tout k puisqu’il s’agit en fait de l’inverse d’une norme d’un vecteur
non nul. On déduit de (i) et (ii) que R = MB′′→B′ est triangulaire supérieure de
diagonale les λ−1

k , donc à diagonale strictement positive. D’où le théorème. □

On aborde maintenant la notion de matrice symétrique définie positive.

Définition 22.1. Soit A une matrice symétrique n × n. On dit que A est définie
positive si pour tout vecteur colonne non nul X à n lignes, tXAX > 0.

Une matrice symétrique est diagonalisable. On montre le théorème suivant.

Théorème 22.2. Soit A une matrice symétrique. Alors A est définie positive si
et seulement si ses valeurs propres sont toutes strictement positives.

Démonstration. Soit A une matrice symétrique n × n. En vertue du théorème
spectral il existe P orthogonale n×n et D une matrice diagonale n×n, de diagonale
les valeurs propres de A répétées avec leur multiplicité, telles que tPAP = D. Pour
X un vecteur colonne non nul à n lignes, on pose Y = tPX. On a

tY DY = t(tPX)D(tPX)

= tX(PDtP )X

= tXAX .

Comme tP est inversible, il est clair que

∀X ̸= 0 , tXAX > 0

⇔ ∀Y ̸= 0 , tY DY > 0 .
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Notons λ1, . . . , λn les éléments qui composent la diagonale de D (donc les valeurs
propres de A répétées avec leur multiplicité). Si on note y1, . . . , yn les éléments qui
composent les vecteur colonne Y ,

tY DY =

n∑
i=1

λiy
2
i .

On voit donc que tY DY > 0 pour tout Y ̸= 0 si et seulement si λi > 0 pour tout
i = 1, . . . , n. En d’autres termes, en raison de l’équivalence ci-dessus, A est définie
positive si et seulement si ses valeurs propres sont toutes strictement positives. Le
théorème est démontré. □

On aborde maintenant la décomposition de Cholesky des matrices symétriques
définies positives.

Théorème 22.3 (Décomposition de Cholesky des matrices symétriques définies
positives). Soit A une matrice symétrique n × n définie positive. Il existe alors
une matrice R triangulaire supérieure à diagonale strictement positive telle que
A = tRR.

Démonstration. Soit A symétrique n × n définie positive. En vertue du théorème
spectral et du théorème précédent il existe P orthogonale n × n, et D diagonale
n × n à diagonale strictement positive constituée des valeurs propres de A, telles
que tPAP = D. On commence par montrer qu’il existe M inversible n × n telle
que A = tMM . Notons λ1, . . . , λn les éléments qui composent la diagonale de
D (donc les valeurs propres de A répétées avec leur multiplicité). On définit la
matrice diagonale D′ dont la diagonale est constituée des

√
λi, i = 1, . . . , n. On a

alors D = D′D′. Puisque P est orthogonale,

A = PDtP .

On pose P̂ = tP . Comme tD′ = D′ puisque D′ est diagonale,

A = tP̂D′D′P̂

= tP̂ tD′D′P̂

= t(D′P̂ )(D′P̂ )

= tMM

si on pose M = D′P̂ . Les
√
λi sont tous strictement positifs, donc non nuls, et donc

D′ est inversible. Comme P̂ est aussi inversible, M est inversible. D’où l’affirmation
ci-dessus. Maintenant, d’après la décomposition d’Iwasawa, Il existe Q orthogonale
et R triangulaire supérieure à diagonale strictement positive telles que M = QR.
Mais alors,

A = t(QR)(QR)

= tRtQQR

= tRR

puisque Q étant orthogonale on a que tQQ = Idn la matrice identité n × n. D’où
le théorème. □

On peut montrer que la matrice R triangulaire supérieure à diagonale strictement
positive dans la décomposition de Cholesky est unique.
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23. Décomposition SVD

On aborde ici la décomposition SVD (pour “singular value decomposition”) dans
le cadre spécifique des matrices carrées inversibles (il y a plus général pour les
matrices n× p). Le premier résultat que l’on démontre est le suivant.

Lemme 23.1. Soit A ∈ Mn(R) une matrice carrée inversible n × n. La matrice
M = tAA est alors symétrique définie positive.

Proof. Il est clair que M est symétrique puisque

tM = tAt(tA) = tAA = M .

Par ailleurs, si X est un vecteur colonne de Rn, alors

tXMX = tXtAAX

= t(AX)(AX)

= ⟨AX,AX⟩ ,

où ⟨·, ·⟩ est le produit scalaire euclidien de Rn. Donc, tXMX ≥ 0 et il y a égalité
à zéro si et seulement si AX = 0, soit si et seulement si X = 0 puisque A est
inversible. Par suite, tXMX > 0 pour tout vecteur colonne non nul X de Rn. Le
lemme est démontré. □

Les valeurs singulières d’une matrice A sont les σi =
√
λi, où les λi sont le

valeurs propres de la matrice symétrique tAA. Dans notre cas les σi, répétés avec
la multiplicité des λi, sont tous strictement positifs.

Théorème 23.1 (Décomposition SVD des matrices carrées inversibles). Soit A ∈
Mn(R) une matrice carrée inversible n × n. Il existe alors U, V ∈ Mn(R) deux
matrices carrées orthogonales n× n pour lesquelles

A = V ΣtU ,

où Σ = Diag(σ1, . . . , σn) est la matrice diagonale composée des valeurs singulières
de A répétées avec la multiplicité des valeurs propres correspondantes.

Proof. On note (Rn, ⟨·, ·⟩) l’espace euclidien standard et B la base canonique de
Rn. Cette base est orthonormée pour ⟨·, ·⟩. La matrice M = tAA est symétrique.
Par théorème spectral elle est donc diagonalisable et il existe U orthogonale pour
laquelle

tUMU = Diag(σ2
1 , . . . , σ

2
n) ,

la matrice diagonale composée des carrées des valeurs singulières de A répétées avec
la multiplicité des valeurs propres correspondantes (on rappelle que σ2

i = λi pour
tout i, où les λ1, . . . , λn sont les valeurs propres de M). Soit B′ = (u1, . . . , un) la
base de Rn pour laquelle la matrice de passage MB→B′ est donnée par MB→B′ = U .
Comme U est orthogonale, B′ est orthonormée. On note Ui le vecteur colonne de
Rn constitué des coordonnées des ui dans la base canonique B. On a MUi = λiUi

pour tout i (les ui sont des vecteurs propres associés aux valeurs propres λi). On
pose

Vi =
1

σi
AUi ,
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ce qui fait sens car les σi sont strictement positifs en vertue du Théorème 22.2 et
du Lemme 23.1. Soit V la matrice dont les colonnes sont les V1, . . . , Vn. Pour tous
i, j,

⟨Vi, Vj⟩ =
1

σiσj
⟨AUi, AUj⟩

=
1

σiσj

t(AUi)(AUj)

= tUi(
tAA)Uj

=
1

σiσj
⟨Ui,

tAAUj⟩

=
σj

σi
⟨Ui, Uj⟩

et donc, puisque B′ est orthonormée, ⟨Vi, Vj⟩ = δij pour tous i, j, où les δij = 1

si i = j et 0 sinon sont les symboles de Kroenecker. Donc B̂ = (V1, . . . , Vn) est

orthonormée. On a V = MB→B̂ (matrice de passage de B à B̂) et donc V est
elle-aussi une matrice orthogonale. Or AUi = σiVi pour tout i, soit encore

AU = V Σ

en termes de matrices. Puisque U−1 = tU , il s’ensuit que A = V ΣtU . Le théorème
est démontré. □

24. Preuve du théorème spectral - Cas général

Une des principales difficultés dans le cas général, où la dimension n est quel-
conque, est de montrer que les valeurs propres d’un endomorphisme symétrique f
sont toutes réelles. On donne une preuve “à la main ” de ce fait lorsque n = 3.

Si n = 3, le polynôme caractéristique P de f est de degré 3. Donc de degré
impair, de sorte que P (x) → ±∞ lorsque x → ±∞. De plus P est une fonction
continue sur R. On en déduit qu’il existe forcément λ1 ∈ R telle que P (λ1) = 0. En
particulier, f a au moins une valeur propre réelle. Soit e1 un vecteur propre (non
nul) associé à cette valeur propre λ1. On complète e1 par des vecteurs e2, e3 pour
obtenir une base orthonormale B = (e1, e2, e3) de E. Si D est la droite vectorielle
de base e1, et si F = V ect(e2, e3), alors

E = D ⊕ F

Par ailleurs, puisque f est symétrique, et puisque B est orthonormale,

⟨f(e2), e1⟩ = ⟨e2, f(e1)⟩
= λ1⟨e2, e1⟩
= 0

De même
⟨f(e3), e1⟩ = 0

et on en déduit que la restriction f|F de f à F définit un endomorphisme de F . No-

tons B̃ = (e2, e3). Alors B̃ est une base orthonormale de F , et on vérifie facilement
que

MBB(f) =

λ1 0 0
0 MB̃B̃(f|F )
0


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Comme f est symétrique, MBB(f) est symétrique. On en déduit que MB̃B̃(f|F )

est aussi symétrique, et donc que f|F est un endomorphisme symétrique (car B̃
est une base orthonormale). Par ailleurs on voit que si PE désigne le polynôme
caractéristique de f , et si PF désigne le polynôme caractéristique de f|F , alors

PE(X) = −(X − λ1)PF (X)

On ramène ainsi le cas de la dimension 3 à celui de la dimension 2, déjà traité
ci-dessus. Puisque MB̃B̃(f|F ) est symétrique, PF a toutes ses racines réelles. Par
suite, PE a aussi toutes ses racines réelles.

On revient au cas n quelconque et on montre successivement que:

Etape 1 - Les valeurs propres de f sont réelles

Etape 2 - Les espaces propres de f sont 2 à 2 orthogonaux

Etape 3 - E est somme (dirècte) des espaces propres de f

Par suite f est diagonalisable, qui plus est dans une base orthonormale de E.

Etape 1: On affirme que si f ∈ End(E) est un endomorphisme symétrique de
E, alors les valeurs propres de f sont toutes réelles au sens où il existe des réels
λ1, . . . , λp et des entiers k1, . . . , kp pour lesquels le polynôme caractéristique P de
f se décompose en

P (X) = (−1)n
p∏

i=1

(X − λi)
ki

Pour démonter cette affirmation, on fait un petit détour par les nombres complexes.
Le tout est assez naturel dans la mesure où C est un corps algébriquement clos, à
savoir tel que les polynômes sur C ont toutes leurs racines dans C. Le principe de
preuve est alors le suivant: par le choix d’une base orthonormale B de E,
1 - on définit un espace vectoriel complexe Ec qui étend E des réels aux complexes,

2 - on définit un endomorphisme f c de Ec qui étend f ,

3 - on construit le tout pour que f et f c aient même polynôme caractéristique, et

4 - on montre que les valeurs propres de f c, à priori complexes, sont en fait réelles.

Soit donc B = (e1, . . . , en) une base orthonormale de E. On note Ec le “compléxifié”

de E défini par

Ec =
{ n∑

i=1

ziei , zi ∈ C
}

que l’on munit des opérations(
n∑

i=1

ziei

)
+

(
n∑

i=1

ẑiei

)
=

n∑
i=1

(
zi + ẑi

)
ei

λ

(
n∑

i=1

ziei

)
=

n∑
i=1

(
λzi
)
ei

pour λ ∈ C. Alors Ec muni de ces deux opérations est un espace vectoriel com-
plexe (même définition que les espaces vectoriels réels, mais on remplace R par
C). Clairement, E est un sous ensemble de Ec. On étend alors f de E à Ec en
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définissant un endomorphisme f c de Ec (là encore, même définition que pour le cas
réel, mais on remplace R par C). On pose

f c

(
n∑

i=1

ziei

)
=

n∑
i=1

zif(ei)

Si MBB(f) = (aij), de sorte que f(ej) =
∑

i aijei, on a encore que

f c

(
n∑

i=1

ziei

)
=

n∑
i=1

 n∑
j=1

aijzj

 ei

La restriction de f c à E vaut f . On définit maintenant la forme hermitienne ⟨·, ·⟩c
sur Ec par

⟨
n∑

i=1

z1i ei,
n∑

i=1

z2i ei⟩c =
n∑

i=1

z1i z
2
i

où si z ∈ C, z est le conjugué de z. La restriction de ⟨·, ·⟩c à E × E cöıncide avec
⟨·, ·⟩. Comme f est symétrique, les aij sont symétriques au sens où aij = aji (cf.
section 1). Par définition même de tous ces objets, on a alors que

⟨f c
( n∑
i=1

z1i ei
)
,

n∑
i=1

z2i ei⟩c = ⟨
n∑

i=1

z1i ei, f
c
( n∑
i=1

z2i ei
)
⟩c

pour tous
∑n

i=1 z
1
i ei,

∑n
i=1 z

2
i ei ∈ Ec. On trouve en effet que

⟨f c
( n∑
i=1

z1i ei
)
,

n∑
i=1

z2i ei⟩c =
n∑

i,j=1

aijz
1
j z

2
i

=

n∑
i,j=1

z1i aijz
2
j

= ⟨
n∑

i=1

z1i ei, f
c
( n∑
i=1

z2i ei
)
⟩c

Pour en finir avec ces généralités, B est encore une base de Ec (c’est fait pour), et
on a que

MBB(f
c) = MBB(f)

Comme dans le cas réel, si Ec est un espace vectoriel complexe de dimension finie
n, si B est une base de Ec, et si f c est un endomorphisme de Ec, un nombre
complexe λ est une valeur propre de f c, au sens où il existe x ∈ Ec\{0} pour lequel
f c(x) = λx, si et seulement si

det
(
MBB(f

c)− λIdn
)
= 0

où Idn est la matrice identité n × n. En d’autres termes, λ ∈ C est valeur pro-
pre de f c si et seulement si elle annule le polynôme caractéristique de f c. Dans
notre cas, MBB(f

c) = MBB(f), et le polynôme caractéristique de f c vaut donc le
polynôme caractéristique de f . Un polynôme complexe a toutes ses racines dans C
car C est algébriquement clos. Notons λ1, . . . , λp les racines dans C du polynôme
caractéristique de f c, ou encore de f (ce qui revient au même). Démontrer l’étape
1 consiste à démontrer que les λ1, . . . , λp sont en fait des réels. Pour j = 1, . . . , p,
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notons xj =
∑n

i=1 z
j
i ei ∈ Ec\{0} un vecteur propre de f c associé à la valeur propre

λj . On a vu que

⟨f c
( n∑
i=1

zji ei
)
,

n∑
i=1

zji ei⟩c = ⟨
n∑

i=1

zji ei, f
c
( n∑
i=1

zji ei
)
⟩c

Or, par définition même de ⟨·, ·⟩c, et puisque f(xj) = λjxj , on a que

⟨f c
( n∑
i=1

zji ei
)
,

n∑
i=1

zji ei⟩c = λj

n∑
i=1

|zji |
2

⟨
n∑

i=1

zji ei, f
c
( n∑
i=1

zji ei
)
⟩c = λj

n∑
i=1

|zji |
2

Sachant que
∑n

i=1 |z
j
i |2 ̸= 0 puisque xj ̸= 0, on obtient que λj = λj , et donc que

λj est réel. Comme j est quelconque dans {1, . . . , p}, il suit que les valeurs propres
de f sont toutes réelles. □

Etape 2: On affirme que les espaces propres d’un endomorphisme symétrique sont
deux à deux orthogonaux. Il s’agit là d’une affirmation simple à démontrer. Pour
le voir, on note λ et µ deux valeurs propres distinctes de f , et x et y deux vecteurs
propres de f respectivement associés aux valeurs propres λ et µ. Alors, puisque f
est symétrique,

⟨f(x), y⟩ = ⟨x, f(y)⟩
et donc (

λ− µ
)
⟨x, y⟩ = 0

puisque f(x) = λx et f(y) = µy. Comme λ ̸= µ, c’est que ⟨x, y⟩ = 0. L’affirmation
suit. □

Etape 3: On affirme que si f ∈ End(E) est un endomorphisme symétrique de
E, alors E est la somme dirècte des espaces propres de f . On démontre cette
affirmation par récurrence totale sur la dimension n de E. On sait déjà (cf. le
cours d’algèbre linéaire) que la somme des espaces propres est toujours dirècte. La
seule chose qu’il y ait à démontrer est que cette somme vaut l’espace tout entier.

3.1. On démontre l’affirmation pour n = 2 (on l’a déjà fait, mais répétons tout
de même l’argument). Soit donc E un R-espace vectoriel de dimension 2 muni d’un
produit scalaire, et f ∈ End(E) un endomorphisme symétrique de E. Si f a deux
valeurs propres distinctes λ1 et λ2, alors on sait déjà, cf. encore le chapitre 3, que
E est somme (dirècte) des espaces propres de f . Si maintenant f a une seule valeur
propre λ1, et si E1 est le sous espace propre associé à λ1, on veut montrer que
E = E1. Notons e1 un vecteur propre de f (pour λ1). Sans perdre en généralité,
quitte à diviser e1 par sa norme, on peut supposer que ∥e1∥ = 1 (où ∥ · ∥ est la
norme associée au produit scalaire). On complète e1 par un vecteur e2 pour obtenir
une base orthonormale (e1, e2) de E. Alors

⟨f(e2), e1⟩ = ⟨e2, f(e1)⟩
= λ1⟨e2, e1⟩

puisque d’une part f est symétrique, et d’autre part e1 est un vecteur propre de f
pour λ1. Par suite

⟨f(e2), e1⟩ = 0
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et donc la première coordonnée de f(e2) dans (e1, e2) est nulle. On en déduit que

f(e2) = λe2

pour un certain λ réel. Il suit que λ est valeur propre de f , et que e2 est un vecteur
propre de f . Donc λ = λ1, puisque nous avons supposé que f a une seule valeur
propre, et on a tout à la fois que e1 ∈ E1 et que e2 ∈ E1, de sorte que E = E1.
L’affirmation est vraie lorsque n = 2.

3.2. On suppose que l’affirmation est vraie pour tout espace vectoriel E de
dimension k ≤ n et tout endomorphisme symétrique de E, et on démontre qu’elle est
encore vraie pour tout espace vectoriel E de dimension n+1 et tout endomorphisme
symétrique de E. On note E un R-espace vectoriel de dimension finie n + 1, ⟨·, ·⟩
le produit scalaire sur E, f ∈ End(E) un endomorphisme symétrique de E, et
λ1, . . . , λp les valeurs propres de f . Soit E1 le sous espace propre associé à la valeur
propre λ1. On note F = E⊥

1 l’orthogonal de E1. Alors

E = E1 ⊕ F

comme on l’a démontré au chapitre précédent. En particulier, dimF ≤ n (car
dimE1 ≥ 1). Une affirmation simple est que la restriction f|F de f à F définit
un endomorphisme de F . En d’autres termes que si x ∈ F alors f(x) ∈ F . Pour
le voir on considère une base orthonormale (e1, . . . , en+1) de E ayant la propriété
suivante: les premiers vecteurs de la base, disons les (e1, . . . , ek), forment une base
de E1. Alors, on l’a déjà vu au chapitre précédent, les (ek+1, . . . , en) forment une
base de F . Dès lors, pour i = 1, . . . , k et pour j = k + 1, . . . , n,

⟨f(ej), ei⟩ = ⟨ej , f(ei)⟩
= λ1⟨ej , ei⟩
= 0

puisque f est symétrique, f(ei) = λ1ei, et la base (e1, . . . , en) est orthonormale.
Une autre façon de dire les choses est que pour tout j = k + 1, . . . , n,

f(ej) ∈ V ect(ek+1, . . . , en)

et donc que f|F réalise un endomorphisme de F . Par hypothèse de récurrence,
puisque dimF ≤ n, F est somme dirècte des espaces propres de f|F . Afin de finir
de démontrer l’affirmation de l’étape 3, puisque E = E1 ⊕ F , il nous reste donc à
montrer que
(1) Valeurs propres de f|F =

{
λ2, . . . , λp

}
, à savoir les valeurs propres de f hors

λ1,
et que pour tout i = 2, . . . , p,
(2) Espace propre de f|F associé à λi = Espace propre de f associé à λi.

Pour démontrer (1) et (2) on procède comme suit. Tout d’abord on remarque que

les inclusions
(i) Valeurs propres de f|F ⊂

{
λ2, . . . , λp

}
(ii) Espace propre de f|F associé à λi ⊂ Espace propre de f associé à λi

sont immédiates. Réciproquement, notons λ un des λi pour i = 2, . . . , p. Soit de

plus x un vecteur propre de f associé à la valeur propre λ. On a vu à l’étape
précédente que les espaces propres de f sont deux à deux orthogonaux. Donc x est
orthogonal à tous les vecteurs de E1, ce qui signifie que x ∈ F . Donc x est aussi un
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vecteur propre de f|F , et λ est valeur propre de f|F . On en déduit, puisque x est
un vecteur propre quelconque de f associé à l’une quelconque des valeurs propres
λ2, . . . , λp que les inclusions réciproques de (i) et (ii) sont vraies. Donc (1) et (2)
sont vraies, et l’étape 3 est démontrée. □

Reste pour démontrer le théorème 2.1 à collecter les informations des étapes 1 à 3.
D’après l’étape 1, si f est un endomorphisme symétrique sur un R-espace vectoriel
de dimension finie, alors f a toutes ses valeurs propres réelles. D’après l’étape 2,
les espaces propres de f sont deux à deux orthogonaux. D’après l’étape 3, E est
somme dirècte des espaces propres de f . On en déduit que f est diagonalisable.
De plus, si les Ei, i = 1, . . . , p, sont les espaces propres de f , en notant Bi une base
orthonormale de Ei, on obtient que

B =
(
B1, . . . ,Bp

)
est une base orthonormale de E. Cette base diagonalise f : en d’autres termes, la
matrice MBB(f) de représentation de f dans B est diagonale. Le théorème spectral
en dimension quelconque est démontré.

25. Inégalité de Kantorovitch

On démontre ici l’inégalité de Kantorovitch qui est souvent utilisée pour mesurer
la vitesse de convergence dans les méthodes de gradient à pas optimal. Les vecteurs
x sont ici compris comme des vecteurs colonnes.

Théorème 25.1 (Inégalité de Kantorovitch). Soit A ∈ Mn(R) une matrice n× n
symétrique définie positive. On note λ1 ≥ · · · ≥ λn les valeurs propres de A répétées
avec leur multiplicité et rangées par ordre décroissant. Alors

∥x∥4 ≤ ⟨Ax, x⟩⟨A−1x, x⟩ ≤ 1

4

(√λ1

λn
+

√
λn

λ1

)2∥x∥4 (25.1)

pour tout x ∈ Rn.

Démonstration. Comme A est définie positive les λi sont tous strictement positifs
(cf. Théorème 22.2). Pour démontrer la double inégalité (25.1), par homogénéité
d’ordre 4 en x, il suffit de la démontrer pour les x de norme 1. Soit P orthogonale
donnée par le théorème spectral, donc telle que

tPAP = D

où D = Diag(λ1, . . . , λn) est la matrice diagonale dont la diagonale est constituée
des λ1, . . . , λn. Comme P est orthogonale, si y = Px et ∥x∥ = 1, alors ∥y∥ = 1. De
plus,

⟨Ax, x⟩ = ⟨APy, Py⟩
= ⟨tPAPy, y⟩
= ⟨Dy, y⟩

et, de même, ⟨A−1x, x⟩ = ⟨D−1y, y⟩ (puisque P−1 = tP ). Démontrer (25.1) revient
donc à montrer que pour tout y de norme 1,

1 ≤ ⟨Dy, y⟩⟨D−1y, y⟩ ≤ 1

4

(√λ1

λn
+

√
λn

λ1

)2
. (25.2)
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Posons αi = y2i . Alors
∑n

i=1 αi = 1 et

⟨Dy, y⟩ =
n∑

i=1

αiλi ,

⟨D−1y, y⟩ =
n∑

i=1

αi

λi
.

Soit Λ > 0 fixé. On note fΛ la fonction définie pour x > 0 par

fΛ(x) = x+
Λ

x
.

Un tableau de variation facile montre que la fonction fΛ atteint un minimum en
x =

√
Λ. En particulier f1 atteint un minimum en 1 qui vaut 2. Donc x+ 1

x ≥ 2
pour tout x > 0. On en déduit, puisque les αi sont positifs et les λi strictement
positifs, que

⟨Dy, y⟩⟨D−1y, y⟩ =
n∑

i,j=1

αiαj
λi

λj

=

n∑
i=1

α2
i +

∑
i<j

(λi

λj
+

λj

λi

)
αiαj

≥
n∑

i=1

α2
i + 2

∑
i<j

αiαj

=
( n∑
i=1

αi

)2
= 1 .

L’inégalité de gauche dans (25.2) est démontrée. Pour ce qui est de l’inégalité de
droite, la plus importante, on remarque aussi à partir du tableau de variation de
fΛ (en considérant les trois cas λn ≤ λ1 ≤

√
Λ, λn ≤

√
Λ ≤ λ1 et

√
Λ ≤ λn ≤ λ1)

que pour tout x ∈ [λn, λ1],

fΛ(x) ≤ max
(
fΛ(λ1), fΛ(λn)

)
.

On pose Λ = λ1λn. Alors

fΛ(λ1) = fΛ(λn) = λ1 + λn

et ainsi

⟨Dy, y⟩+ λ1λn⟨D−1y, y⟩ =
n∑

i=1

αifΛ(λi)

≤
(
λ1 + λn

) n∑
i=1

αi = λ1 + λn .

Par suite

⟨Dy, y⟩⟨D−1y, y⟩ ≤ Θ(λ1 + λn −Θ)

λ1λn
,

où Θ = ⟨Dy, y⟩. La fonction Φ définie pour Θ > 0 par

Φ(Θ) =
Θ(λ1 + λn −Θ)

λ1λn
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atteint un maximum en Θ = λ1+λn

2 et

Φ
(λ1 + λn

2

)
=

(λ1 + λn)
2

4λ1λn

=
1

4

(√λ1

λn
+

√
λn

λ1

)2
.

D’où l’inégalité de droite dans (25.2). Le théorème est démontré. □

26. Caractérisation des valeurs propres

Soit A une matrice symétrique carrée n× n. On définit le quotient de Rayleigh
de A par

R(X) =
tXAX
tXX

pour tout vecteur colonne à n lignes X ̸= 0. Si f ∈ End(Rn) est l’endomorphisme
de Rn dont la matrice de représentation dans la base canonique B de Rn est A, on
a encore que

R(X) =
⟨f(x), x⟩
∥x∥2

,

où ⟨·, ·⟩ est le produit scalaire euclidien, ∥ · ∥ est la norme euclidienne et x ∈ Rn

est le vecteur dont les coordonnées dans B sont données par les composantes de X.
On notera dans la suite R(x) ou R(X) selon le contexte.

Théorème 26.1. Soit A une matrice symétrique carrée n×n. On note maintenant
λ1 > · · · > λp les valeurs propres distinctes de A rangées par ordre décroissant.
Alors

λ1 = max
x∈Rn\{0}

R(x)

et le maximum est réalisé par les x ∈ E1, x ̸= 0, où E1 est l’espace propre associé
à la valeur propre λ1. Ensuite,

λ2 = max
x∈E⊥

1 \{0}
R(x)

et le maximum est réalisé par les x ∈ E2, x ̸= 0, où E2 est l’espace propre associé
à la valeur propre λ2. Et ainsi de suite de sorte que pour k ∈ {0, . . . , p− 1},

λk+1 = max
x∈(E1⊕···⊕Ek)⊥\{0}

R(x)

et le maximum est réalisé par les x ∈ Ek+1, x ̸= 0, où les Ei sont les espaces
propres associés aux λi.

Démonstration. On note f ∈ End(Rn) l’endomorphisme de Rn dont la matrice
de représentation dans la base canonique B de Rn est A. La base B est alors
orthonormée (pour le produit scalaire euclidien) et A est symétrique. Par théorème

spectral il existe B̃ une base orthonormée qui diagonalise f . On note λ̃1 ≥ λ̃2 ≥
· · · ≥ λ̃n les valeurs propres de A (donc aussi de f) répétées avec leur multiplicité

et rangées en ordre décroissant. Si on réécrit le quotient de Rayleigh dans B̃, si on
note x̃i les coordonnées dans B̃ d’un vecteur x de Rn, alors

R(x) =

∑n
i=1 λ̃ix̃

2
i∑n

i=1 x̃
2
i

.
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Clairement λ̃1 = λ1 et donc, puisque λ̃i ≤ λ̃1 pour tout i, R(x) ≤ λ1 pour tout x.
Par ailleurs, si x ∈ E1 et x ̸= 0, alors R(x) = λ1 puisqu’alors f(x) = λ1x. D’où

λ1 = max
x∈Rn\{0}

R(x)

et le fait que le maximum est réalisé par les x ∈ E1, x ̸= 0. Soit k la dimension de
E1. Pour x ∈ E⊥

1 ,

f(x) =

n∑
i=k+1

x̃if(ẽi) =

n∑
i=1

λ̃ix̃iẽi

et donc

R(x) =

∑n
i=k+1 λ̃ix̃

2
i∑n

i=k+1 x̃
2
i

.

On a λ̃k+1 = λ2 par notre choix de notation, et ainsi R(x) ≤ λ2 pour x ∈ E⊥
1 ,

x ̸= 0. De plus, si x ∈ E2 alors f(x) = λ2x et donc R(x) = λ2. On a E2 ⊂ E⊥
1 et

on a donc bien là encore la relation voulue. La relation générale se démontre de la
même façon. □

On peut aussi partir de la plus petite valeur propre λp puis remonter. On a alors

λp = min
x∈Rn\{0}

R(x)

et le minimum est réalisé par les x ∈ Ep, x ̸= 0, où Ep est l’espace propre associé
à la valeur propre λp. Ensuite,

λp−1 = min
x∈E⊥

p \{0}
R(x)

et le minimum est réalisé par les x ∈ Ep−1, x ̸= 0, où Ep−1 est l’espace propre
associé à la valeur propre λp−1, et ainsi de suite.

27. Caractérisation de Courant-Fischer

On présente ici la caractérisation de Courant-Fischer des valeurs propres d’une
matrice symétrique. Dans cette caractérisation, on note toujours les valeurs propres
par ordre décroissant mais cette fois-ci répétées avec leur multiplicité.

Théorème 27.1. Soit A une matrice symétrique carrée n×n et λ1 ≥ · · · ≥ λn les
valeurs propres de A répétées avec leur multiplicité et rangées par ordre décroissant.
Pour k ∈ {1, . . . , n} on note Fk l’ensemble des sous espaces vectoriels de Rn qui
sont de dimension k et S la sphère unité de Rn qui est donc constituée des vecteurs
de Rn qui sont de norme 1. On note f ∈ End(Rn) l’endomorphisme de Rn dont la
matrice de représentation dans la base canonique B de Rn est A. Alors

λk = inf
F∈Fn+1−k

sup
x∈F∩S

⟨f(x), x⟩

= sup
F∈Fk

inf
x∈F∩S

⟨f(x), x⟩

pour tout k ∈ {1, . . . , n}, où ⟨·, ·⟩ est le produit scalaire euclidien.

Démonstration. La base B est alors orthonormée et A est symétrique. Donc f
est auto adjoint et, par théorème spectral, il existe B̃ = (ẽ1, . . . , ẽn) une base
orthonormée qui diagonalise f . Donc f(ẽi) = λiẽi pour tout i = 1, . . . , n et les
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valeurs propres de f répétées avec leur multiplicité sont bien sûr les λ1, . . . , λn.
Pour k ∈ {1, . . . , n} fixé, on note{

Λk
−(f) = infF∈Fn+1−k

supx∈F∩S⟨f(x), x⟩
Λk
+(f) = supF∈Fk

infx∈F∩S⟨f(x), x⟩

et on note encore Ek = Vect(ẽ1, . . . , ẽk) et Fk = Vect(ẽk, . . . , ẽn). Si x ∈ Ek et
y ∈ Fk alors

⟨f(x), x⟩ =
k∑

i=1

λix
2
i ≥ λk∥x∥2 et ⟨f(y), y⟩ =

n∑
i=k

λiy
2
i ≤ λk∥y∥2

où les xi et yi sont les coordonnées de x et de y dans la base B̃ et ∥ · ∥ est la norme
euclidienne. Dans les deux cas il y a égalité lorsque x = ẽk ou y = ẽk. On en déduit
que

inf
x∈Ek∩S

⟨f(x), x⟩ = λk ≤ Λk
+(f) et sup

x∈Fk∩S
⟨f(x), x⟩ = λk ≥ Λk

−(f) .

Par suite

Λk
−(f) ≤ λk ≤ Λk

+(f) .

Soit maintenant F ∈ Fn+1−k. Automatiquement F ∩ Ek ̸= {0} car dim(F ) =
n + 1 − k, dim(Ek) = k et k + (n + 1 − k) > n. Soit x0 ∈ F ∩ Ek. Quitte à
renormaliser on peut supposer que x0 ∈ S. On a alors

sup
x∈F∩S

⟨f(x), x⟩ ≥ ⟨f(x0), x0⟩ ≥ inf
x∈Ek∩S

⟨f(x), x⟩

et il suit facilement en passant à l’infimum sur F ∈ Fn+1−k dans le membre de
gauche de cette double inégalité que Λk

−(f) ≥ λk. Donc Λk
−(f) = λk. De même, si

F ∈ Fk alors F ∩ Fk ̸= {0}. On prend x0 ∈ F ∩ Fk avec x0 ∈ S. On a alors que

sup
x∈Fk∩S

⟨f(x), x⟩ ≥ ⟨f(x0), x0⟩ ≥ inf
x∈F∩S

⟨f(x), x⟩

et en prenant le supremum sur F ∈ Fk dans le membre de droite de cette double
inégalité on obtient que λk ≥ Λk

+(f). Au final, Λk
−(f) = Λk

+(f) = λk et le théorème
est démontré. □

28. Principe du maximum de Ky Fan

Le principe du maximum de Ky Fan présente une autre vision de la caractérisation
des valeurs propres qui généralise la caractérisation du Théorème 26.1. Si k = 1 on
retrouve exactement la caractérisation classique du λ1 du Théorème 26.1.

Théorème 28.1 (Principe du maximum de Ky-Fan). Soit A ∈ Mn(R) une matrice
réelle symétrique n× n. On note λ1(A) ≥ λ2(A) ≥ · · · ≥ λn(A) les valeurs propres
de A répétées avec leur multiplicité et rangées en ordre décroissant. Pour tout
k ∈ {1, . . . , n},

k∑
i=1

λi(A) = max
(X1,...,Xk)∈Ok

k∑
i=1

⟨AXi, Xi⟩ ,

où Ok est l’ensemble des k-uplets (X1, . . . , Xk) de vecteurs colonnes qui forment
une famille orthonormée de l’espace euclidien (Rn, ⟨·, ·⟩).
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Démonstration. Par théorème spectral, il existe (U1, . . . , Un) ∈ On qui est telle que
AUi = λi(A)Ui pour tout i. On fixe k ∈ {1, . . . , n}. Clairement,

max
(X1,...,Xk)∈Ok

k∑
i=1

⟨AXi, Xi⟩ ≥
k∑

i=1

⟨AUi, Ui⟩

=

k∑
i=1

λi(A) .

Réciproquement,

max
(X1,...,Xk)∈Ok

k∑
i=1

⟨AXi, Xi⟩ = max
(X1,...,Xk)∈Ok

Trace(tXAX)

où X est la matrice n× k dont les colonnes sont les X1, . . . , Xk. Par suite,

max
(X1,...,Xk)∈Ok

k∑
i=1

⟨AXi, Xi⟩ = max
(X1,...,Xk)∈Ok

Trace(AXtX)

en raison du Lemme 29.1. Pour tout (X1, . . . , Xk) ∈ Ok,
tXX = Ik ,

où Ik est la matrice identité k × k. Pour k = 1, . . . , n, si Ei est le ième vecteur
colonne de la base canonique de Rk, alors

tXXEi = Ei

pour tout i = 1, . . . , k. On a Xi = XEi. C’est donc un vecteur colonne non nul de
Rn et en appliquant X aux deux cotés de l’égalité ci-dessus on obtient que

(XtX)Xi = Xi

Pour V ∈ Rn un vecteur colonne de Rn on a aussi que

XtXV = 0 ⇒ (tXX)(tXV ) = 0 ⇒ tXV = 0

et donc, au final,

XtXV = 0 ⇔ tXV = 0

⇔ ⟨Xi, V ⟩ = 0 pour tout i = 1, . . . , k .

Soient Vk+1, . . . , Vn des vecteurs colonnes de Rn qui complètent la famille des Xi

en une base orthonormée (X1, . . . , Xk, Vk+1, . . . , Vn) de Rn. Si P est la matrice de
passage de la base canonique de Rn à cette nouvelle base, alors P est orthogonale
et

tP (XtX)P =

(
Ik 0
0 0

)
où XtX est carrée n× n. On note χk cette matrice en blocs. Alors

Trace(AXtX) = Trace(tP (AXtX)P )

= Trace(tPAP × tP (XtX)P )

= Trace(tPAPχk) .

Si tPAP = (aij) alors

Trace(tPAPχk) =

k∑
i=1

aii .
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Soit B = tPAP . Les valeurs propres de tPAP sont les mêmes (avec la même
multiplicité) que celles de A. On note Q une matrice orthogonale telle que

tQBQ = D

où D est la matrice diagonale D = diag
(
λ1(A), . . . , λn(A)

)
. En vertue de la

majoration de Schur du Lemme 30.1,
∑k

i=1 aii ≤
∑k

i=1 λi(A) et le théorème est
démontré. □

29. Trace d’un produit de matrices

Le résultat suivant est classique. Il est souvent énoncé dans le cas de matrices
carrées mais il fonctionne tout aussi bien dans le cas rectangulaire dont nous avons
eu besoin dans la preuve du Théorème 28.1.

Lemme 29.1. Soit A une matrice k × n et B une matrice n × k. Alors AB est
une matrice k × k, BA est une matrice n× n et Trace(AB) = Trace(BA).

Démonstration. Soit A = (aij) une matrice k × n et B = (bij) une matrice n × k.
Alors AB = (cij) est une matrice carrée k×k et BA = (dij) est une matrice carrée
n× n avec

cij =

n∑
α=1

aiαbαj et dij =

k∑
β=1

biβaβj .

On a alors

Trace(AB) =

k∑
i=1

n∑
α=1

aiαbαi

tandis que

Trace(BA) =

n∑
i=1

k∑
β=1

biβaβi

=

k∑
i=1

n∑
α=1

bαiaiα
(
i = α, β = i

)
et donc, même dans le cas rectangulaire, Trace(AB) = Trace(BA). Le lemme est
démontré. □

30. Majoration de Schur

Lemme 30.1 (Majoration de Schur). Soit A = (aij) une matrice n×n. On suppose
qu’il existe Q une matrice orthogonale telle que tQAQ = D où D = diag(λ1, . . . , λn)

avec λ1 ≥ · · · ≥ λn. Alors pour tout 1 ≤ k ≤ n,
∑k

i=1 aii ≤
∑k

i=1 λi.

Démonstration. L’existence de Q impose que A est symétrique. Soit Q = (qij). On
a A = QDtQ et donc

aii =

n∑
j=1

q2ijλj

pour tous i, j. Comme tPP = P tP = In (matrice identité n× n), la matrice (p2ij)
est doublement stochastique au sens où

n∑
j=1

q2ij = 1 pour tous i et

n∑
i=1

q2ij = 1 pour tous j .
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Soit 1 ≤ k ≤ n donné. Pour 1 ≤ j ≤ n on pose tj =
∑k

i=1 q
2
ij . Alors 0 ≤ tj ≤ 1 et∑n

j=1 tj = k. On écrit maintenant que

k∑
i=1

aii −
k∑

i=1

λi =

n∑
j=1

tjλj −
k∑

i=1

λi

=

n∑
i=1

tiλi −
k∑

i=1

λi +
(
k −

n∑
i=1

ti
)
λk

=

k∑
i=1

(ti − 1)(λi − λk) +

n∑
i=k+1

ti(λi − λk)

≤ 0

puisque λi ≥ λk pour 1 ≤ i ≤ k (et ti−1 ≤ 0) et puisque λi ≤ λk pour k+1 ≤ i ≤ n
(et ti ≥ 0). Le lemme est démontré. □

31. Inégalités de Ky Fan et de Von Neumann

Une première inégalité de Ky Fan est donnée par le Théorème 31.1. Si A est une
matrice symétrique réelle n× n et si 1 ≤ k ≤ n on note

k∑
i=1

λ↓
i (A) = λ1(A) + · · ·+ λk(A)

la somme ordonnée des k premières valeurs propres de A, les valeurs propres
λ1(A) ≥ λ2(A) ≥ · · · ≥ λn(A) de A étant répétées avec leur multiplicité et
rangées en ordre décroissant. L’inégalité de Ky Fan ci-dessous découle facilement
du principe du maximum de Ky Fan donné dans le Théorème 28.1.

Théorème 31.1 (Inégalité de Ky Fan). Soient A,B sont deux matrices réelles
symétriques n× n alors

k∑
i=1

λ↓
i (A+B) ≤

k∑
i=1

λ↓
i (A) +

k∑
i=1

λ↓
i (B)

pour tout 1 ≤ k ≤ n.

Démonstration. Soit 1 ≤ k ≤ n fixé. On utilise le Théorème 28.1 pour écrire que

k∑
i=1

λ↓
i (A+B) = max

(X1,...,Xk)∈Ok

k∑
i=1

⟨(A+B)Xi, Xi⟩

≤ max
(X1,...,Xk)∈Ok

k∑
i=1

⟨AXi, Xi⟩+ max
(X1,...,Xk)∈Ok

k∑
i=1

⟨BXi, Xi⟩

=

k∑
i=1

λ↓
i (A) +

k∑
i=1

λ↓
i (B) .

Le théorème est démontré. □

Une seconde inégalité, aussi répértoriée comme inégalité de Ky Fan, ou encore
de Von Neumann, est donnée par le théorème suivant.
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Théorème 31.2 (Inégalité de Von Neumann). Soient A,B deux matrices réelles
symétriques n × n. On note λ1(A) ≥ λ2(A) ≥ · · · ≥ λn(A) et λ1(B) ≥ λ2(B) ≥
· · · ≥ λn(B) les valeurs propres de A et B répétées avec leur multiplicité et rangées
en ordre décroissant. Alors

Trace(AB) ≤
n∑

i=1

λi(A)λi(B) .

En particulier, ⟨A,B⟩ ≤ tλ(A)λ(B) où ⟨·, ·⟩ est le produit scalaire canonique sur
Mn(R), λ(A) est le vecteur colonne constitué des λi(A) et λ(B) est le vecteur
colonne constitué des λi(B).

L’inégalité ⟨A,B⟩ ≤ tλ(A)λ(B) est un raffinement de l’inégalité de Cauchy-
Schwarz classique puisque tλ(A)λ(B) ≤ ∥A∥ × ∥B∥ une fois que l’on remarque
que

∥A∥2 = Trace(tAA) = Trace(A2) = Trace(PD2tP ) = Trace(D2)

(et pareil pour B) où P orthogonale est telle que A = PDtP et D est la matrice
diagonale des λi(A) répétées avec leur multiplicité.

Démonstration. On démontre l’inégalité du théorème par récurrence sur la dimen-
sion n. Si n = 1 il n’y a rien a démontrer. Le résultat est vrai. On suppse le
résultat vrai pour toutes matrices symétriques A,B de tailles (n− 1)× (n− 1). On
considère alors A et B symétriques de tailles n×n. Soit D la matrice diagonale des
λi(A) répétées avec leur multiplicité. Soit P orthogonale donnée par le théorème
spectral et qui est telle que tPAP = D. On a

Trace(AB) = Trace(tPABP ) = Trace(DtPBP ) .

On note B̂ = tPBP . Alors B̂ est aussi symétrique et B et B̂ ont mêmes valeurs pro-
pres avec mêmes multiplicités, l’isomorphisme associé à P réalisant le passage des
espaces propres de B̂ aux espaces propres de B puisque tPBU = λU ⇔ B(PU) =

λ(PU). On note B̂ii la diagonale de B̂. Alors

Trace(AB) =

n∑
i=1

λi(A)B̂ii

=

n−1∑
i=1

(
λi(A)− λn(A)

)
B̂ii + λn(A)

n∑
i=1

B̂ii

= Trace(ΛB̃) + λn(A)Trace(B̂) ,

où Λ est la matrice diagonale (n− 1)× (n− 1) dont la diagonale est constituée des

λi(A)−λn(A), i = 1, . . . , n− 1, et où B̃ est la matrice (n− 1)× (n− 1) donnée par

B̂ =

(
B̃ C
tC d

)
avec C un vecteur colonne de taille n − 1 et d ∈ R un réel. Clairement B̃ est
symétrique. Le Lemme 32.1 d’entrelacement de Cauchy donne que si on note

λ1(B̃) ≥ · · · ≥ λn−1(B̃)

les valeurs propres de B̃ répétées avec leur multiplicité et rangées en ordre décroissant
et

λ1(B̂) ≥ · · · ≥ λn(B̂)
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les valeurs propres de B̂ répétées avec leur multiplicité et rangées en ordre décroissant
(ce sont en fait les λi(B), comme déjà dit), alors

λ1(B̂) ≥ λ1(B̃) ≥ λ2(B̂) ≥ λ2(B̃) ≥ · · · ≥ λi(B̂)

≥ λi(B̃) ≥ λi+1(B̂) ≥ · · · ≥ λn−1(B̃) ≥ λn(B̂) .

Par hypothèse de récurrence sur ΛB̃, sachant que λi(A) ≥ λn(A) et en raison de
l’entrelacement ci-dessus,

Trace(AB) ≤
n−1∑
i=1

(
λi(A)− λn(A)

)
λi(B̃) + λn(A)

n∑
i=1

λi(B̂)

≤
n−1∑
i=1

(
λi(A)− λn(A)

)
λi(B̂) + λn(A)

n∑
i=1

λi(B̂)

=

n∑
i=1

λi(A)λi(B̂)

et on trouve donc que

Trace(AB) ≤
n∑

i=1

λi(A)λi(B)

puisque λi(B̂) = λi(B) pour tout i = 1, . . . , n. Le théorème est démontré. □

32. Le lemme d’entrelacement de Cauchy

Soient P1, P2 deux polynômes réels, respectivement de degrés n et n− 1, n ≥ 2,
qui ont toutes leurs racines réelles λ1 ≥ . . . ≥ λn et µ1 ≥ · · · ≥ µn−1. On dit que
P1 et P2 s’entrelacent si

λ1 ≥ µ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λi ≥ µi ≥ λi+1 ≥ · · · ≥ µn−1 ≥ λn .

Le lemme d’entrelacement de Cauchy, utilisé dans la preuve de l’inégalité de Von-
Neumann, est donné par le lemme suivant.

Lemme 32.1 (Lemme d’entrelacement de Cauchy). Soit A une matrice symétrique
réelle de taille n×n et soit B une matrice symétrique réelle de taille (n−1)×(n−1),
les deux matrices étant liées par

A =

(
B C
tC d

)
,

où C un vecteur colonne de taille n − 1 et d ∈ R un réel. Les polynômes car-
actéristiques de A et B sont alors entrelacés.

Démonstration. On utilise la caractérisation de Courant-Fischer du Théorème 27.1.
On note λ1 ≥ . . . ≥ λn les valeurs propres de A (donc les racines du polynôme
caractéristique de A) et µ1 ≥ · · · ≥ µn−1 les valeurs propres de B (donc les racines
du polynôme caractéristique de B). Soit X un vecteur colonne de Rn−1. On note
Y le vecteur colonne de Rn donné par

Y =

(
X
0

)
.
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On remarque que si f est l’endomorphisme de Rn dont la matrice de représentation
dans la base canonique de Rn est A, et si g est l’endomorphisme de Rn−1 dont la
matrice de représentation dans la base canonique de Rn−1 est B, alors

tY AY = ⟨f(Y ), Y ⟩
= tXBX

= ⟨g(X), X⟩ .

Soit k ∈ {1, . . . , n− 1}. Etant donné F un sous espace vectoriel de dimension n−k

de Rn−1, on note F̃ = F × {0} le sous espace de Rn de dimension n− k construit
par assimilation de Rn−1 à Rn−1 × {0} ⊂ Rn. En vertue du Théorème 27.1,

λk+1 ≤ sup
X∈Sn∩F̃

(tXAX)

≤ sup
Y ∈Sn−1∩F

(tY BY )

où Sn et Sn−1 sont les sphères unités de Rn et Rn−1. En passant à l’infimum sur
les F sous espaces vectoriels de dimension n− k de Rn−1, on obtient, toujours avec
le Théorème 27.1, que

λk+1 ≤ µk .

Les valeurs propres de −A rangées par ordre décroissant sont −λn ≥ · · · ≥ −λ1 et
les valeurs propres de −B rangées par ordre décroissant sont −µn−1 ≥ · · · ≥ −µ1.
La (k + 1)-ème valeur propre de −A est donc −λn−k tandis que la k-ème valeur
propre de −B est −µn−k. En appliquant ce que l’on vient de démontrer à −A (et
donc aussi −B) on trouve que −λn−k ≤ −µn−k pour tout k ∈ {1, . . . , n − 1} et
donc que λn−k ≥ µn−k soit encore que

λk ≥ µk

pour tout k ∈ {1, . . . , n− 1}. Le lemme est démontré. □

33. Entrelacements d’Hermite et de Cauchy

Une preuve plus simple du Lemme 32.1 d’entrelacement de Cauchy (il faut ici
comprendre n’utilisant pas la caractérisation de Courant-Fischer du Théorème 27.1)
est donnée par S. Fisk (arXiv:math/0502408v1). Elle est basée sur la condition
d’entrelacement de deux polynômes dûe à Hermite (que l’on admettra). Le résultat
est démontré dans Q. I. Rahman and G. Schmeisser, Analytic theory of polynomials,
London Mathematical Society Monographs. New Series, vol. 26, The Clarendon
Press Oxford University Press, Oxford, 2002, ISBN 0-19-853493-0. MR 2004b:30015

Lemme 33.1 (Condition d’entrelacement d’Hermite). Deux polynômes réels P1 et
P2, avec degréP2 = degréP1 − 1, et P1 et P2 qui ont toutes leurs racines réelles,
s’entrelacent si et seulement si pour tout α ∈ R, les polynômes P1 +αP2 ont toutes
leurs racines réelles.

On peut maintenant donner la preuve alternative que Fisk donne du lemme
d’entrelacement de Cauchy.

Démonstration alternative du lemme 32.1. Soit α ∈ R fixé. Soient P1 le polynôme
caractéristique de A et P2 le polynôme caractéristique de B. Par linéarité (pour
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être exact par multilinéarité) du déterminant par rapport aux colonnes,

det

(
B − xI C

tC d− x+ α

)
= det

(
B − xI C

tC d− x

)
+ det

(
B − xI 0

tC α

)
= P1(x) + αP2(x) .

Or

Mα =

(
B − xI C

tC d− x+ α

)
est symétrique. Elle a donc toutes ses racines réelles. On peut alors appliquer le
Lemme 33.1 et on obtient le résultat voulu. □
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CHAPITRE 4
ESPACES HERMITIENS

On considère dans tout ce qui suit des espaces vectoriels sur le corps C des
complexes. La notion d’espace vectoriel sur C suit mot pour mot la définition des
espaces vectoriels sur R, mais maintenant avec une loi externe C × E → E (et
on peut donc multiplier les vecteurs par des complexes). Les définitions classiques
d’applications linéaires, de familles libres, génératrices et bases suivent facilement
en copiant les définitions du cas réel. Les choses changent un peu lorsqu’on parle
de produit scalaire. Le modèle du produit scalaire dans R est ⟨x, y⟩ = xy qui donne
bien ∥x∥2 = x2. Dans C la situation est plus subtile et on doit récupérer la norme
de R2. On a alors comme modèle

⟨z, z′⟩ = zz′

qui donne bien que ∥z∥2 = ⟨z, z⟩ = zz = x2 + y2 si z = x + iy. On perd donc la
notion d’application bilinéaire en vertue du passage au conjugué. Il faut introduire
d’autres notion et on parlera dès lors de produit scalaire hermitien.

34. Premières définitions

On commence avec la définition des applications semi-linéaires.

Définition 34.1. Soient E,F deux espaces vectoriels sur C et f : E → F une
application. L’application f est dite linéaire si ∀λ, µ ∈ C et ∀x, y ∈ E, f(λx+µy) =
λf(x) + µf(y). L’application f est dite semi-linéaire si ∀λ, µ ∈ C et ∀x, y ∈ E,
f(λx+ µy) = λf(x) + µf(y), où λ et µ sont les conjugués de λ et µ.

On poursuit avec la définition des formes sesquilinéaires et hermitiennes.

Définition 34.2. Soit E un espace vectoriel sur C. Une forme sesquilinéaire sur
E est une application B : E × E → C qui vérifie les deux points suivants:

(i) ∀y ∈ E, x → B(x, y) est linéaire sur E,
(ii) ∀x ∈ E, y → B(x, y) est semi-linéaire sur E.

L’application B : E×E → C est appelée une forme hermitienne si B est une forme
sesquilinéaire et si B(y, x) = B(x, y) pour tous x, y ∈ E, où B(x, y) est le conjugué
de B(x, y).

Une conséquence simple de la définition est que si B : E×E → C est hermitienne,
alors forcément B(x, x) ∈ R pour tout x ∈ E (puisque B(x, x) = B(x, x) pour tout
x ∈ E). On aborde maintenant la définition des produits scalaires hermitiens, et
donc aussi des espaces hermitiens.

Définition 34.3. Soit E un espace vectoriel sur C. Un produit scalaire hermitien
⟨·, ·⟩ sur E est une forme hermitienne sur E qui est de plus définie positive au sens
où ⟨x, x⟩ ≥ 0 pour tout x avec la propriété que ⟨x, x⟩ = 0 si et seulement si x = 0.
Un espace hermitien est un C-espace vectoriel de dimension finie qui est muni d’un
produit scalaire hermitien.

Un espace hermitien (E, ⟨·, ·⟩) possède une norme naturelle associée donnée par

∥x∥ =
√
⟨x, x⟩ pour tout x ∈ E. La preuve est identique au cas réel et passe par

l’identité de Cauchy-Schwarz: ∀x, y ∈ E,

|⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥ × ∥y∥ .
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Pour démontrer cette inégalité, on écrit que ∀x, y ∈ E, ∀λ ∈ C,
0 ≤ ∥λx+ y∥2

= ⟨λx+ y, λx+ y⟩
= λ⟨x, λx+ y⟩+ ⟨y, λx+ y⟩
= |λ|2∥x∥2 + λ⟨x, y⟩+ λ⟨y, x⟩+ ∥y∥2

= |λ|2∥x∥2 + λ⟨x, y⟩+ λ⟨x, y⟩+ ∥y∥2 .

On écrit que ⟨x, y⟩ = |⟨x, y⟩|eiθ. On pose λ = te−iθ pour t ∈ R. On a alors que:
∀t ∈ R,

t2∥x∥2 + 2t|⟨x, y⟩|+ ∥y∥2 ≥ 0 .

Comme dans le cas réel le discriminant du polynôme du second degré du membre
de gauche de l’inégalité doit donc forcément être négatif ou nul, et on en déduit
l’inégalité de Cauchy-Schwarz. Comme dans le cas réel, l’égalité dans l’inégalité de
Cauchy-Schwarz a lieu si et seulement si x et y sont colinéaires.

35. Bases orthonormées

Soit (E, ⟨·, ·⟩) un espace hermitien. Une base (e1, . . . , en) de E est dite orthogo-
nale si ⟨ei, ej⟩ = δij pour tous i, j, où les δij sont les symboles de Kroenecker.

Théorème 35.1. Tout espace hermitien possède une base orthonormale.

Démonstration. Soit (E, ⟨·, ·⟩) un espace hermitien de dimension n. On applique le
procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt. On part d’une base (e1, . . . , en)
de E. On pose

ẽ1 =
1

∥e1∥
e1 .

Alors ∥ẽ1∥ = 1. On pose maintenant u = e2 + λẽ1. On veut λ ∈ C tel que
⟨ẽ1, u⟩ = 0. On a

⟨ẽ1, u⟩ = ⟨ẽ1, e2⟩+ λ ,

et on pose ainsi λ = −⟨ẽ1, e2⟩ = −⟨e2, ẽ1⟩. On est assuré que u ̸= 0 car (e1, e2) est
une famille libre. On pose ensuite

ẽ2 =
1

∥u∥
u .

Alors (ẽ1, ẽ2) est une famille orthonormale. Si n = 2 on a fini (une famille or-
thonormale est automatiquement libre, et ayant le même nombre de vecteurs que
la dimension il s’agit d’une base). Sinon, n ≥ 3, et on recommence. On pose
u = e3 + λẽ1 + µẽ2. On veut λ, µ ∈ C tels que ⟨ẽ1, u⟩ = 0 et ⟨ẽ2, u⟩ = 0. On a

⟨ẽ1, u⟩ = ⟨ẽ1, e3⟩+ λ et ⟨ẽ2, u⟩ = ⟨ẽ2, e3⟩+ µ .

On pose λ = −⟨ẽ1, e3⟩ et µ = −⟨ẽ2, e3⟩. Alors ⟨ẽ1, u⟩ = 0 et ⟨ẽ2, u⟩ = 0. On est
assuré que u ̸= 0 car (e1, e2, e3) est une famille libre. On pose

ẽ3 =
1

∥u∥
u .

Alors Alors (ẽ1, ẽ2, ẽ3) est une famille orthonormale. Si n = 3 on a fini (une famille
orthonormale est automatiquement libre, et ayant le même nombre de vecteurs que
la dimension il s’agit d’une base). Sinon, n ≥ 4, et on recommence. Etc. □
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On notera que le procédé de Gram-Schmidt permet de construire une base or-
thonormée avec une partie imposée comme base d’un sous espace vectoriel F . Plus
précisément, étant donné F ⊂ E un sous espace vectoriel de E de dimension k < n,
n la dimension de E, il existe une base orthornormée (e1, . . . , en) de E avec la
propriété que (e1, . . . , ek) est une base (orthonormée) de F .

Les coordonnées de x dans une base orthonormales sont les xi = ⟨x, ei⟩ = ⟨ei, x⟩.
L’expression du produit scalaire hermitien dans une base orthonormale est donnée
par ⟨x, y⟩ =

∑
i,j xiyj .

36. Réduction des endomorphismes normaux

On commence cette section avec la définition d’endomorphisme adjoint.

Définition 36.1. Soit (E, ⟨·, ·⟩) un espace hermitien. Soit u : E → E un endo-
morphisme de E (application linéaire de E dans lui-même). Il existe un unique
endomorphisme u⋆ : E → E de E tel que: ∀x, y ∈ E,

⟨u(x), y⟩ = ⟨x, u⋆(y)⟩ .

On dit que u⋆ est l’endomorphisme adjoint de u.

Cette définition relève plus du théorème que de la définition. On doit montrer
l’existence et l’unicité de u⋆.

Démonstration. On considère (e1, . . . , en) une base orthonormée de E. Si x, y ∈ E
on note xi et yi les coordonnées de x et de y dans cette base. On a alors

⟨x, y⟩ =
n∑

i=1

xiyi .

On considère la matrice complexe aij qui représente u dans la base. Donc: ∀j =
1, . . . , n,

u(ej) =

n∑
i=1

aijei .

On définit u⋆ : E → E l’endomorphisme de E donné par: ∀i = 1, . . . , n,

u⋆(ei) =

n∑
j=1

aijej .

Alors, pour tous x, y ∈ E,

⟨u(x), y⟩ = ⟨
∑
i,j

aijxjei,
∑
i

yiei⟩

=
∑
i,j

aijyixj

tandis que

⟨x, u⋆(y)⟩ = ⟨
∑
i

xiei,
∑
i,j

aijyiej⟩

=
∑
i,j

aijyixj .
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On a donc bien l’égalité ⟨u(x), y⟩ = ⟨x, u⋆(y)⟩ pour tous x, y, ce qui prouve l’existence
de u⋆. En ce qui concerne l’unicité, supposons qu’il existe deux endomorphismes
v, w de E tels que: ∀x, y ∈ E,

⟨u(x), y⟩ = ⟨x, v(y)⟩ et ⟨u(x), y⟩ = ⟨x,w(y)⟩ .
En posant û = v − w on obtient alors que

⟨x, û(y)⟩ = 0

pour tous x, y ∈ E. En particulier: ∀i, j, ⟨ei, û(ej)⟩ = 0. On en déduit (voir
l’expression des coordonnées dans une base orthonormée) que pour tout j, û(ej) =
0, puis que û est l’endomorphisme nul. D’où l’unicité. □

A titre de remarque on montre facilement que u⋆⋆ = u. On aborde maintenant
la réduction proprement dite.

Définition 36.2. Soit (E, ⟨·, ·⟩) un espace hermitien. Soit u : E → E un endo-
morphisme de E. On dit que u est normal s’il commute avec son adjoint, et donc
si u ◦ u⋆ = u⋆ ◦ u. On dira par ailleurs que:

(1) u est unitaire si ∀x, y ∈ E, ⟨u(x), u(y)⟩ = ⟨x, y⟩,
(2) u est hermitien si u = u⋆,
(3) antihermitien si u = −u⋆.

Un endomorphisme hermitien ou antihermitien est clairement normal. Il en va
de même d’un endomorphisme unitaire. En effet, d’une part

⟨x, y⟩ = ⟨u(x), u(y)⟩ = ⟨x, u⋆ ◦ u(y)⟩
pour tous x et y. Par ailleurs, Ker(u) = {0} si u est unitaire. Donc u est un
isomorphisme. On écrit alors que

⟨x, u ◦ u⋆(y)⟩ = ⟨u ◦ u−1(x), u ◦ u⋆(y)⟩ = ⟨u−1(x), u⋆(y)⟩ = ⟨x, y⟩
pour tous x et y. Donc ⟨x, u⋆ ◦u(y)⟩ = ⟨x, u◦u⋆(y)⟩ pour tous x et y. On en déduit
que u ◦ u⋆ = u⋆ ◦ u. On dit maintenant d’une base (e1, . . . , en) qu’elle diagonalise
u si u(ei) = λiei pour tout i = 1, . . . , n. Les λi ∈ C sont les valeurs propres
de u (racines du polynôme caractéristique). Le théorème de réduction concerne
les endomorphismes normaux (ce qui étend la condition u⋆ = u du cas réel). Il
s’énonce de la façon suivante.

Théorème 36.1. Soit (E, ⟨·, ·⟩) un espace hermitien. Pour tout endomorphisme
normal u de E il existe une base orthonormée de E qui diagonalise u. De plus, si
u est unitaire, les valeurs propres de u sont de normes 1. Si u est hermitien les
valeurs propres de u sont réelles. Si u est antihermitien, les valeurs propres de u
sont imaginaires pures.

Démonstration. C’est en fait la même preuve que celle que l’on a faite dans le cas
réel, mais simplifiée ici par le fait que l’on accepte de rester dans les complexes.
On montre la réduction par récurrence totale sur la dimension n de E. Si n = 1 la
réduction est trivialement vraie. Il n’y a rien à démontrer. On suppose maintenant
que pour tout C-espace hermitien (E, ⟨·, ·⟩) de dimension inférieure ou égale à n
et tout endomorphisme normal u de E, il existe une base orthonormée de E qui
diagonalise u. On considère (E, ⟨·, ·⟩) un espace hermitien de dimension n+1. Soit
aussi u un endomorphisme normal de E. Soit λ1 ∈ C une racine du polynôme
caractéristique de u, et donc une valeur propre de u. Soit E1 l’espace propre
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associé à λ1. On peut supposer que E1 ̸= E (sinon il n’y a rien à démontrer). Avec
le théorème 35.1, voir aussi la remarque suivant le Théorème 35.1, on obtient une
base orthonormée (e1, . . . , ek, ek+1, . . . , en+1) de E telle que (e1, . . . , ek) est une base
orthonormée de E1 (ici k = dim(E), dimension complexe). Soit F l’espace vectoriel
engendré par (ek+1, . . . , en). Alors F = E⊥

1 , E1 = F⊥ (i.e F est l’orthogonal de E1

et réciproquement) et on a que u(F ) ⊂ F . En effet, ∀x ∈ E1, puisque u est normal,

u (u⋆(x)) = u⋆ (u(x)) = λ1u
⋆(x)

et ainsi, ∀x ∈ E1, u
⋆(x) ∈ E1 de sorte que u⋆(E1) ⊂ E1. On écrit maintenant que

∀x ∈ E1, ∀y ∈ F ,

⟨x, u(y)⟩ = ⟨u(y), x⟩

= ⟨y, u⋆(x)⟩
= ⟨u⋆(x), y⟩
= 0

puisque u⋆(x) ∈ E1 et F = E⊥
1 . Donc, comme x ∈ E1 est quelconque, on a montré

que u(y) ∈ E⊥
1 pour tout y ∈ F , et ainsi u(F ) ⊂ F comme annoncé. Par hypothèse

de récurrence, il existe une base orthonormée (ẽk+1, . . . , ẽn+1) de F qui diagonalise
u restreint à F . Clairement, (e1, . . . , ek, ẽk+1, . . . , ẽn+1) est une base orthonormée
de E et, tout aussi clairement, elle diagonalise u. D’où la partie réduction du
théorème. Soit maintenant λ ∈ C une valeur propre d’un endomorphisme u dun
espace hermitien (E, ⟨·, ·⟩), et soit x ̸= 0 un vecteur propre associé. Si u est unitaire,
alors

⟨u(x), u(x)⟩ = |λ|2∥x∥2 = ⟨x, x⟩ = ∥x∥2

et ainsi, comme annoncé, on a bien que |λ| = 1. Si u est hermitien, alors

⟨u(x), x⟩ = λ∥x∥2 = ⟨x, u(x)⟩ = λ∥x∥2

et donc λ = λ de sorte que λ ∈ R. Enfin si u est antihermitien, alors

⟨u(x), x⟩ = λ∥x∥2 = −⟨x, u(x)⟩ = −λ∥x∥2

et donc λ = −λ de sorte que λ est imaginaire pur. Le théorème est démontré. □
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CHAPITRE 5
LA DIMENSION INFINIE

On commence par quelques notions de topologie. Soit X un ensemble quel-
conque. On appelle distance sur X toute application d : X ×X → R+ vérifiant les
propriétés suivantes:

(1) ∀x, y ∈ X, d(x, y) = 0 ⇔ x = y,

(2) ∀x, y ∈ X, d(x, y) = d(y, x),

(3) (inégalité triangulaire) ∀x, y, z, d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) .

Le couple (X, d) constitué d’un ensemble et d’une distance est appelé espace métrique.

Lemme 36.1. Tout espace vectoriel normé (E, ∥·∥) possède une structure naturelle
d’espace métrique (E, d), la distance d associée à la norme étant définie par

d(x, y) = ∥y − x∥
pour tous x, y ∈ E.

Les propriétés (1), (2) et (3) caractéristiques des distances suivent très facilement
des propriétés (1), (2) et (3) caractéristiques des normes. On a ainsi produit scalaire
⇒ norme ⇒ distance.

Dès lors que (E, d) est un espace métrique, on récupère plusieurs notions sur
E comme celles de boules ouvertes et fermées, d’ouverts, de fermés, de suites
convergentes et de Cauchy, d’application continue, etc. Si a est un point de
E, et si r > 0 est un réel strictement positif, on définit les boules ouvertes et
fermées de centre a et de rayon r par Ba(r) = {x ∈ E t.q. d(a, x) < r} et Ba(r) =
{x ∈ E t.q. d(a, x) ≤ r}. On a alors la définition suivante des ouverts et fermés.

Définition 36.3. Soit (E, ∥·∥) un espace vectoriel normé, et d la distance associée
à ∥ · ∥. On dit qu’un sous ensemble Ω ⊂ E de E est un ouvert de E si pour tout
point a ∈ Ω, il existe r = ra strictement positif, tel que Ba(r) ⊂ Ω, où Ba(r) est
la boule ouverte de centre a et de rayon r définie ci-dessus. On dit qu’un sous
ensemble F ⊂ E est un fermé de E si E\F est un ouvert de E.

Par convention ∅ et E sont à la fois ouverts et fermés. En langage intuitif, qui
peut être rendu précis: (i) un ouvert est un ensemble qui ne contient aucun des
points de sa frontière, et (ii) un fermé est un ensemble qui contient tous les points
de sa frontière. Un ensemble peut donc n’être ni ouvert ni fermé. On montre sans
trop de difficultés que les boules ouvertes sont des ouverts et les boules fermées des
fermés.

Définition 36.4. Soit (E, ∥·∥) un espace vectoriel normé, et d la distance associée
à ∥ · ∥. Soit (xn)n une suite de points de E. On dit que (xn)n converge vers un
point x de E, sous entendu pour la distance d ou pour la norme ∥ · ∥, si

∀ε > 0,∃N ∈ N t.q. ∀n ≥ N, d(xn, x) < ε .

On dit que x est la limite de la suite (xn)n (elle est forcément unique). Lorsqu’il
n’y a pas de confusion possible avec le choix d’une norme, on note xn → x ou
lim

n→+∞
xn = x.

Les fermés sont caractérisés par la propriété suivante:
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Lemme 36.2. Un sous ensemble F de E est un fermé de E si et seulement si pour
toute suite (xn)n de points de F , si (xn)n converge dans E, alors sa limite x est
forcément dans F .

En remarquant (l’argument est intuitif mais il peut être rendu précis) que tout
point de la frontière d’un patatöıde peut s’écrire comme limite d’une suite de points
intérieurs, ce lemme signifie juste que l’ensemble possède bien tous les points de sa
frontière.

Démonstration. (i) Supposons tout d’abord que F est un fermé de E, et soit (xn)n
une suite de points de F qui converge dans E vers un point x. On veut montrer que
x ∈ F . Par l’absurde, si x ̸∈ F , alors x ∈ E\F , et comme F est un fermé, E\F est
un ouvert. Par définition d’un ouvert, il existe alors r > 0 tel que Bx(r) ⊂ E\F . Or
par définition de la convergence de (xn)n vers x, il doit exister N tel que xn ∈ Bx(r)
pour n ≥ N . Mais comme xn ∈ F et Bx(r) ⊂ E\F , on obtient une contradiction.

(ii) A l’inverse, supposons que pour toute suite (xn)n de points de F , si (xn)n
converge vers un point x dans E, alors x ∈ F . On veut montrer qu’alors F est un
fermé de E. La encore, on raisonne par l’absurde. Si E\F n’est pas un ouvert de
E, alors il existe x ∈ E\F avec la propriété que pour tout r > 0, Bx(r) ∩ F ̸= ∅.
On pose r = 1/n pour n ∈ N, n ≥ 1, et on fait varier n. On obtient alors une suite
(xn)n de points de F telle que d(xn, x) ≤ 1/n pour tout n ≥ 1. Donc, par définition
même, (xn)n converge vers x et, là encore, on récupère une contradiction. □

La continuité des applications est définie comme suit.

Définition 36.5. Soient (E, ∥·∥E) et (F, ∥·∥F ) deux espaces vectoriels normés, dE
la distance associée à ∥ ·∥E, et dF la distance associée a ∥ ·∥F . Soient aussi X ⊂ E
un sous ensemble de E, a un point de X, et f : X → F une application définie sur
X et à valeurs dans F . On dit que f est continue au point a, sous entendu pour les
distances dE et dF , ou pour les normes ∥ · ∥E et ∥ · ∥F , si l’une des trois propriétés
équivalentes suivantes est vérifiée:

(i) limx→a f(x) = f(a),

(ii) ∀ε > 0,∃δ > 0 / ∀x ∈ X, dE(a, x) < δ ⇒ dF
(
f(a), f(x)

)
< ε,

(iii) pour toute suite (xn)n de points de X vérifiant que lim
n→+∞

xn = a, on a

forcément que lim
n→+∞

f(xn) = f(a).

Par extension, on dit que f est continue sur X si f est continue en tout point de
X.

L’équivalence (i) ⇔ (ii) suit du fait que (ii) n’est quasiment rien d’autre que la
définition mathématique de (i). L’équivalence (i) ⇔ (iii) se démontre comme dans
R en remplaçant les valeurs absolues de R par les normes des espaces E et F .

Une remarque simple mais importante est la suivante: si (E, ∥·∥) est un R-espace
vectoriel normé, alors l’application norme de E dans R, qui à x associe ∥x∥, est
continue sur E. On le voit en remarquant que

∣∣∥y∥ − ∥x∥
∣∣ ≤ ∥y − x∥, soit encore

que
∣∣∥y∥−∥x∥

∣∣ ≤ d(x, y) où d est la distance associée à ∥ · ∥ (l’application est donc
même lipschitzienne).
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Lemme 36.3. Soient (E, ∥ · ∥E), (F, ∥ · ∥F ) et (G, ∥ · ∥G) trois espaces vectoriels
normés, X est un sous ensemble de E, Y est un sous ensemble de F tel que f(X) ⊂
Y et a ∈ X un point de X. Si f : X → F est continue en a, et si g : Y → G est
continue en f(a), alors g ◦ f : X → G est continue en a.

37. Compacité et dimension

Soit (E, ∥ · ∥) un R-espace vectoriel normé. Soit K ⊂ E un sous ensemble de
E. On appelle recouvrement ouvert de K toute famille (Ωi)i∈I d’ouverts de E telle
que K ⊂

⋃
i∈I Ωi.

Définition 37.1. Soit (E, ∥ · ∥) un R-espace vectoriel normé, et soit K ⊂ E un
sous ensemble de E. Par défintion, K est un compact de E si de tout recouvrement
ouvert de K on peut extraire un sous recouvrement qui soit fini.

En d’autres termes, K ⊂ E est un compact de E si pour tout recouvrement
ouvert (Ωi)i∈I de K, il existe un sous ensemble fini {i1, . . . , ip} ⊂ I tel que K ⊂⋃p

j=1 Ωij . Un théorème important en topologie est le suivant, dit de Bolzano-

Weierstrass (ici énoncé dans le cas des espaces vectoriels normés, mais il possède
une version topologique).

Théorème 37.1 (Théorème de Bolzano-Weierstrass). Soit (E, ∥ · ∥) un R-espace
vectoriel normé, et soit K ⊂ E un sous ensemble de E. Alors K est un compact de
E si et seulement si toute suite de points de K possède une sous suite qui converge
dans K.

En d’autres termes, K ⊂ E est un compact de E si pour toute suite (xn)n de
points de K, il existe φ : N ↗ N, et il existe x ∈ K, tels que xφ(n) → x lorsque n →
+∞ (la notation φ : N ↗ N signifie “application strictement croissante de N dans
N”). Plusieurs propriétés importantes se rattachent à la notion de compacité. Parmi
les résultats célèbres on citera le théorème de Weierstrass (l’image d’un compact
par une application continue est un compact), et le théorème de Tychonoff (tout
produit d’espaces compacts est compact). On pourra encore montrer le théorème
suivant:

Théorème 37.2. Soit (E, ∥ · ∥) un R-espace vectoriel normé, et soit K ⊂ E un
sous ensemble compact de E. Soit f : K → R une fonction continue sur K. Alors
f est bornée et elle atteint ses bornes.

Démonstration. Que f soit bornée, à savoir qu’il existe M > 0 tel que |f(x)| ≤ M
pour tout x ∈ K, suit facilement du théorème de Weierstrass (un compact de
R est forcément borné). Montrons maintenant que f atteint son minimum (la
démonstration pour le maximum est identique, ou on peut changer f en −f). Soit

m = inf
x∈K

f(x)

la borne inférieure de l’ensemble {f(x), x ∈ K}. Par définition, m est le plus grand
des minorants de cet ensemble et donc:

(i) ∀x ∈ K, m ≤ f(x), et

(ii) ∀ε > 0, ∃x ∈ K / m ≤ f(x) ≤ m+ ε.
On pose ε = 1/n pour n ∈ N\{0}. On obtient ainsi l’existence d’un xn ∈ K tel

que ∀n ∈ N\{0},
m ≤ f(xn) ≤ m+

1

n
.
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Donc f(xn) → m lorsque n → +∞. Comme K est un compact, il existe φ : N ↗
N telle que (xφ(n))n converge. Notons x sa limite. Une sous suite d’une suite
convergente étant convergente et de même limite, on a encore que f(xφ(n)) → m
lorsque n → +∞. Par continuité de f en x il s’ensuit que f(x) = m. □

Un autre résultat fréquemment associé à la compacité est que toute application
continue sur un compact y est uniformément continue.

38. Le second théorème de Riesz

On discute ici du second théorème de Riesz. Pour rappel, en dimension finie, la
boule unité fermée est compact (les compacts de Rn sont les fermés bornés). Le
second théorème de Riesz marque une rupture spectaculaire entre dimension finie
et dimension infinie.

Théorème 38.1 (Second théorème de Riesz). Soit (E, ∥.∥) un espace vectoriel
normé, et soit B′ = B0(1) la boule fermée de E de centre 0 et rayon 1. Alors E
est de dimension finie si et seulement si B′ est un compact de E.

Bien sûr le résultat restre valable si on remplace B′ par n’importe quelle boule
fermée Ba(r). En particulier tout compact dans un espace vectoriel normé de
dimension infinie est d’intérieur vide (i.e ne contient aucune boule ouverte du type
Ba(r), r > 0).

Démonstration. On montre que les compacts d’un espace vectoriel normé de di-
mension finie sont les fermés bornés de cet espace. En dimension finie n l’espace
est homéomorphe (et même isomorphe) à Rn et, dans Rn, les compacts sont
précisemment les fermés bornés (ce qui se démontre par extractions successives
de sous suites en utilisant le fait que les suites réelles bornées possèdent des sous
suites convergentes). On utilise ici (cf. plus loin), que toutes les normes sur Rn

sont équivalentes. En particulier, si E est de dimension finie, alors B′ est compacte.
Réciproquement, supposons que B′ est un compact de E. On veut montrer que E
est de dimension finie. Pour cela, on commence par remarquer que

(
Ba(

1
2 )
)
a∈B′

est un recouvrement ouvert de B′. Par suite, et puisque B′ est supposé compact,
il existe des a1, . . . , an ∈ B′ tels que

B′ ⊂
n⋃

i=1

Bai
(
1

2
) .

Notons F le sous espace vectoriel de E engendré par les ai, F = Vect(a1, . . . , an).
Clairement, F est de dimension finie, puisque par construction, (a1, . . . , an) est une
famille génératrice de F . On va montrer que E = F . On raisonne par l’absurde et
on suppose que F ̸= E. Il existe alors x ∈ E\F . Notons

α = inf
y∈F

∥x− y∥ .

Puisque F est de dimension finie, il existe x̃ ∈ F tel que α = ∥x − x̃∥ (les fermés
bornés dans F sont compacts). En particulier, α > 0. Soit maintenant y ∈ F tel
que

α ≤ ∥x− y∥ ≤ 3α

2
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et soit z = 1
∥x−y∥

(
x− y

)
. Alors z ∈ B′, et il existe ainsi i ∈

{
1, . . . , n

}
pour lequel

z ∈ Bai(
1
2 ). On remarque maintenant que

y′ = y + ∥x− y∥ai
appartient à F , et que

x = y + ∥x− y∥z .

Ainsi

α ≤ ∥x− y′∥
= ∥x− y∥.∥z − ai∥

≤ 3α

2
.
1

2
=

3α

4
< α

et on obtient donc une contradiction. Il s’ensuit que E = F . En particulier, E est
de dimension finie. D’où le théorème. □

39. Espaces de Banach et de Hilbert

Définition 39.1. Soit (E, ∥·∥) un espace vectoriel normé, et d la distance associée
à ∥ · ∥. Soit aussi (xn)n une suite de points de E. On dit que (xn)n est une suite
de Cauchy, sous entendu pour la distance d ou pour la norme ∥ · ∥, si

∀ε > 0,∃N ∈ N t.q. ∀p, q ≥ N, d(xp, xq) < ε .

En d’autres termes une suite (xn)n est de Cauchy si les xn s’accumulent les uns
sur les autres quand n → +∞.

Une remarque simple est qu’une suite convergente est toujours de Cauchy. Il
suffit pour le voir d’écrire que

d(xp, xq) ≤ d(xp, x) + d(xq, x) ,

où x est la limite de la suite. i les xn s’accumulent sur un point x, alors ils
s’accumulent les uns sur les autres.

Définition 39.2. Soit (E, ∥ · ∥) un espace vectoriel normé. On dit que (E, ∥ · ∥) est
un espace vectoriel normé complet, ou encore un espace de Banach, si toute suite
de Cauchy dans E pour ∥ · ∥ converge dans E pour ∥ · ∥. Si la norme provient d’un
produit scalaire ⟨·, ·⟩, on dit que (E, ⟨·, ·⟩) est un espace de Hilbert.

Des exemples d’espaces de Banach sont:

Ex.1: L’espace euclidien Rn muni du produit scalaire euclidien ⟨x, y⟩ =
∑

i xiyi
est un espace de Hilbert.

Ex.2: L’espace L2(R) constitué des suites réelles (xn)n pour lesquelles la série∑
x2
n converge, muni du produit scalaire ⟨(xn)n, (yn)n⟩ =

∑+∞
n=0 xnyn, est un espace

de Hilbert.

Ex.3: Si (X, d) est un espace métrique, l’espace C0
B(X) des fonctions réelles

continues et bornées sur X, muni de la norme de la convergence uniforme ∥f∥L∞ =
supx∈X |f(x)|, est un espace de Banach.

Il est bien sûr des espaces qui ne sont pas de Banach. Ces espaces sont forcèment
de dimension infinie (comme on le verra plus tard).
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Définition 39.3. Deux normes ∥ · ∥1 et ∥ · ∥2 sur un espace vetoriel E sont
équivalentes s’il existe des constantes C1, C2 > 0 telles que

C1∥x∥1 ≤ ∥x∥2 ≤ C2∥x∥1
pour tout x ∈ E.

On vérifie que l’équivalence des normes préservent les notions de

(1) suites convergentes et limites,

(2) suites de Cauchy.

En particulier, si ∥·∥1 et ∥·∥2 sont équivalentes, alors (E, ∥·∥1) est un Banach si et
seulement si (E, ∥·∥2) est un Banach. Plus généralement, deux normes équivalentes
préservent la topologie.

Théorème 39.1. Sur un espace vectoriel réel de dimension finie, deux normes
sont toujours équivalentes.

Démonstration. Pour simplifier, on va supposer que E = Rn, même si la démonstration
procède en fait de façon analogue pour E un espace vectoriel quelconque de dimen-
sion finie. On note ∥.∥0 la norme standard de Rn, définie par

∥x∥0 =

√√√√ n∑
i=0

x2
i .

Comme on s’en convaincra facilement, démontrer le théorème revient à montrer
que toute norme ∥.∥ sur Rn est équivalente à ∥.∥0. Etant donnée ∥.∥ une norme sur
Rn, et (e1, . . . , en) la base canonique de Rn, on écrit que

∥x1e1 + · · ·+ xnen∥ ≤
n∑

i=1

|xi| ∥ei∥ .

Par suite, et si

M =

n∑
i=1

∥ei∥

on obtient que pour tout x ∈ E,

∥x∥ ≤ M
(

max
i=1,...,n

|xi|
)
≤ M∥x∥0 .

Il s’ensuit que l’application f de Rn dans R qui à x associe ∥x∥ est continue pour
∥ · ∥0. Notons S la sphère unité de Rn pour ∥.∥0:

S =
{
x ∈ Rn / ∥x∥0 = 1

}
.

Clairement, S est un fermé et borné de Rn, donc un compact de Rn. Il s’ensuit
que la restriction de f à S est bornée et qu’elle atteint ses bornes. Sachant que
pour x ∈ S, f(x) ̸= 0, puisque sinon on devrait avoir 0 ∈ S, on obtient qu’il existe
un réel m > 0 tel que pour tout x ∈ S, f(x) ≥ m. En d’autres termes, il existe
m > 0 tel que pour tout x ∈ S, ∥x∥ ≥ m. Si maintenant x est un vecteur non nul
quelconque de Rn, en remarquant que 1

∥x∥0
x ∈ S, on obtient que pour tout x ∈ Rn,

∥x∥ ≥ m∥x∥0. Posons pour finir λ = max
(

1
m ,M

)
. On voit alors que pour tout

x ∈ Rn,
1

λ
∥x∥0 ≤ ∥x∥ ≤ λ∥x∥0 .
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D’où le théorème. □

On a alors aussi le résultat suivant.

Théorème 39.2. Tout espace vectoriel normé de dimension finie est un espace de
Banach.

Démonstrration. Soient ∥ · ∥ la norme de E et B une base de E. On note ∥ · ∥0 la

norme euclidienne de E définie par ∥x∥0 =
√∑n

i=0 x
2
i , où les xi sont les coordonnées

de x dans B et n = dim(E). Alors (E, ∥ ·∥0) est un Banach (pour les mêmes raisons
que Rn muni de la norme euclidienne est un Banach). Comme ∥ · ∥ est équivalente
à ∥ · ∥0 d’après le théorème précédent, (E, ∥ · ∥) est aussi un Banach. □

40. Applications linéaires continues

On aborde la notion importante d’application linéaire continue. Pour mémoire,
une application linéaire d’un espace vectoriel E dans un espace vectoriel F est une
application f : E → F qui vérifie que f(x + y) = f(x) + f(y) et f(λx) = λf(x)
pour tous x, y ∈ E, et tout λ ∈ R.

Théorème 40.1. Soient (E, ∥.∥E) et (F, ∥.∥F ) deux espaces vectoriels normés, et
soit f : E → F une application linéaire de E dans F . Les trois propriétés suivantes
sont équivalentes

1) f est continue sur E

2) f est continue en 0

3) ∃M > 0 / ∀x ∈ E, ∥f(x)∥F ≤ M∥x∥E
où f est dite continue si elle l’est en tant qu’application de l’espace vectoriel normé
(E, ∥.∥E) dans l’espace vectoriel normé (F, ∥.∥F ).

Démonstration. L’implication 1) ⇒ 2) est immédiate. Supposons maintenant que
2) a lieu. Alors

∀ε > 0, ∃η > 0 / ∀x ∈ E, ∥x∥E < η ⇒ ∥f(x)∥F < ε .

En prenant ε = 1 dans cette relation, on obtient ainsi qu’il existe η > 0 tel que pour
tout x ∈ E, ∥x∥E < η entraine ∥f(x)∥F ≤ 1. Etant donné x un point quelconque
de E, avec x ̸= 0, on pose

y =
η

2∥x∥E
x .

En remarquant que ∥y∥E < η, on obtient que ∥f(y)∥F ≤ 1. Par linéarité de f , cela
entraine que

∥f(x)∥F ≤ 2

η
∥x∥E .

On a ainsi montré que 2) ⇒ 3). Supposons pour finir que 3) a lieu. Etant donné
x ∈ E, soit y ∈ E quelconque. Alors

∥f(y)− f(x)∥F = ∥f(y − x)∥F .

de sorte qu’avec 3) on obtient que pour tout y ∈ E,

∥f(y)− f(x)∥F ≤ M∥y − x∥E .

Donc f est lipschitzienne, et il s’ensuit que f est continue au point x. Ainsi, 3) ⇒
1), et le théorème est démontré. □
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Le théorème suivant a lieu.

Théorème 40.2. Soient (E, ∥.∥E) et (F, ∥.∥F ) deux espaces vectoriels normés. Si
E est de dimension finie, toute application linéaire de E dans F est continue.

Démonstration. Soit (e1, . . . , en) une base de E. On note ∥.∥′E la norme de E définie
pour tout x = x1e1 + · · ·+ xnen de E par

∥x∥′E =

n∑
i=1

|xi| .

Sachant que E est de dimension finie, et d’après ce qui a été dit plus haut sur
l’équivalence des normes, il existe une constante réelle C > 0 telle que pour tout
x ∈ E, ∥x∥′E ≤ C∥x∥E . Etant donnés f une application linéaire de E dans F , on
écrit que pour tout x = x1e1 + · · ·+ xnen de E

∥f(x)∥F = ∥
n∑

i=1

xif(ei)∥F

≤
n∑

i=1

|xi|.∥f(ei)∥F

≤
(

max
i=1,...,n

∥f(ei)∥F
)
∥x∥′E

≤ C
(

max
i=1,...,n

∥f(ei)∥F
)
∥x∥E .

Il s’ensuit qu’il existe un réel M > 0,

M = C
(

max
i=1,...,n

∥f(ei)∥F
)
,

tel que pour tout x ∈ E, ∥f(x)∥F ≤ M∥x∥E . D’après le théorème précédent, cela
entraine que f est continue sur E. □

L’espace des linéaires continues devient très vite un Banach.

Théorème 40.3. Soient (E, ∥.∥E) et (F, ∥.∥F ) deux espaces vectoriels normés, et
soit Lc(E,F ) l’espace vectoriel des applications linéaires continues de E dans F .
Soit ∥ · ∥Lc(E,F ) la norme sur Lc(E,F ) définie par

∥f∥Lc(E,F ) = sup
x∈E\{0}

∥f(x)∥F
∥x∥E

.

Alors non seulement ∥ · ∥Lc(E,F ) est bien une norme sur Lc(E,F ), mais en plus,
l’espace (Lc(E,F ), ∥ · ∥Lc(E,F )) est un espace de Banach dès que (F, ∥ · ∥F ) est un
espace de Banach.

Démonstration. On vérifie facilement que ∥ · ∥Lc(E,F ) est bien une norme. On
montre que (Lc(E,F ), ∥ · ∥Lc(E,F )) est un espace de Banach dès que (F, ∥ · ∥F )
est un espace de Banach. On considère (fn)n une suite de Cauchy dans Lc(E,F ).
Alors

∀ε > 0 , ∃N ∈ N / ∀p, q ≥ N , ∥fp − fq∥Lc(E,F ) < ε . (1)

En particulier, par définition même de ∥ · ∥Lc(E,F ), on obtient avec (1) que

∀ε > 0 , ∃N ∈ N / ∀p, q ≥ N , ∀x ∈ E ,

∥fp(x)− fq(x)∥F ≤ ε∥x∥E (2)



86 EMMANUEL HEBEY

La suite (fn(x))n est donc de Cauchy dans (F, ∥.∥F ). Comme (F, ∥.∥F ) est un
espace de Banach, elle converge dans (F, ∥.∥F ). On note f(x) sa limite, et comme
x est quelconque dans E, on récupère une application f : E → F . Pour x, y ∈ E et
λ ∈ R,

∥f(x+ λy)− f(x)− λf(y)∥F
= ∥f(x+ λy)− fn(x+ λy) + fn(x) + λfn(y)− f(x)− λf(y)∥F
≤ ∥f(x+ λy)− fn(x+ λy)∥F + ∥fn(x)− f(x)∥F + |λ|∥fn(y)− f(y)∥F

pour tout n, puisque fn est linéaire. En faisant tendre n → +∞, on voit que f est
bien linéaire, à savoir que

f(x+ λy) = f(x) + λf(y)

pour tous x, y ∈ E et tout λ ∈ R. En faisant tendre p → +∞ dans (2), avec q et ε
fixés, par exemple ε = 1 et q = N , on voit aussi que pour tout x ∈ E,

∥f(x)∥F = ∥f(x)− fq(x) + fq(x)∥F
≤ ε∥x∥E + ∥fq(x)∥F
≤
(
∥fq∥Lc(E,F ) + ε

)
∥x∥E .

En particulier, f est continue sur E. Reste à montrer que (fn)n converge vers f
dans (Lc(E,F ), ∥·∥Lc(E,F )). Pour cela on revient à (2), on fait tendre q vers l’infini,
et on prend ensuite le supremum sur les x ∈ E\{0} dans la conclusion de (2). Alors

∀ε > 0 , ∃N ∈ N / ∀p ≥ N , sup
x∈E\{0}

∥fp(x)− f(x)∥F
∥x∥E

≤ ε (3)

et puisque ε > 0 est quelconque, (3) n’exprime rien d’autre que la convergence de
la suite (fn)n vers f dans (Lc(E,F ), ∥ · ∥Lc(E,F )), à savoir une relation du type

∀ε > 0 , ∃N ∈ N / ∀p ≥ N , ∀x ∈ E , ∥fp − f∥Lc(E,F ) < ε .

L’espace (Lc(E,F ), ∥ · ∥Lc(E,F )) est un espace de Banach. □

A titre de remarque, on a aussi

∥f∥Lc(E,F ) = sup
{x∈E / ∥x∥E≤1}

∥f(x)∥F

ou encore

∥f∥Lc(E,F ) = sup
{x∈E / ∥x∥E=1}

∥f(x)∥F .

En fait ∥f∥Lc(E,F ) est le plus petit des réels M pour lesquels ∥f(x)∥F ≤ M∥x∥E
pour tout x.

Une autre remarque importante mais simple à démontrer est que la composée
d’applications linéaires continues est encore une application linéaire continue. Le
résultat se démontre en écrivant que si f : E → F et g : F → G sont linéaires, alors
pour tout x ∈ E,

∥g ◦ f(x)∥G ≤ ∥g∥Lc(F,G)∥f(x)∥F
≤ ∥g∥Lc(F,G)∥f∥Lc(E,F )∥x∥E .

En particulier, on voit que

∥g ◦ f∥Lc(E,G) ≤ ∥g∥Lc(F,G)∥f∥Lc(E,F ) .
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41. Projections orthogonales

Un premier résultat dont on aura besoin est le suivant.

Lemme 41.1. Soit (E, ∥ · ∥) un espace de Banach. Soit F un sous espace vectoriel
de E. Si F est un fermé de E, alors (F, ∥ · ∥) est aussi un espace de Banach.

Démonstration. Soit (xn)n une suite de Cauchy dans F . La suite (xn)n est na-
turellement de Cauchy dans E. Elle converge donc dans E. En vertue du Lemme
36.2 sa limite est dans F dès que F est fermé. On en déduit que (xn)n converge
dans F et (F, ∥ · ∥) est ainsi un espace de Banach. Le lemme est démontré. □

On aborde maintenant le théorème de projection orthogonale qui généralise à la
dimension infinie ce qui a été dit à la Section 16. Etant donnée un espace vectoriel
normé (E, ∥ · ∥), X ⊂ E un sous ensemble de E et x ∈ E, on définit la distance
d(x,X) de x à X par

d(x,X) = inf
y∈X

d(x, y) ,

où d est la distance associée à la norme de E.

Théorème 41.1 (Théorème de projection orthogonale). Soit (E, ⟨·, ·⟩) un espace
de Hilbert et soit F ⊂ E un sous espace vectoriel fermé de E. Il existe une unique
application PF : E → F , dite projection orthogonale sur F , qui est telle que pour
tout x ∈ E,

d (x, F ) = d (x, PF (x)) ,

où d est la distance associée au produit scalaire de E. De plus, PF (x) est entièrement
caractérisé par la condition que PF (x) ∈ F et la condition que x−PF (x) ∈ F⊥, où
F⊥ est l’orthogonal de F .

Démonstration. Soit δ = d(x, F ). Par définition de d(x, F ) il existe une suite (yn)n
de points dans F telle que

δ ≤ d(x, yn) ≤ δ +
1

n
(41.1)

pour tout n ≥ 1. Soit ∥ · ∥ la norme associée au produit scalaire. En écrivant que
ym + yn − 2x = (ym − x) + (yn − x) et que ym − yn = (ym − x)− (yn − x), puis en
développant ∥u+v∥2 = ∥u∥2+∥v∥2+2⟨u, v⟩, on remarque que pour tous m,n ≥ 1,

2∥yn − x∥2 + 2∥ym − x∥2 = ∥ym + yn − 2x∥2 + ∥ym − yn∥2 . (41.2)

Or zm,n = ym+yn

2 ∈ F puisque F est un sous espace vectoriel et donc

∥ym + yn − 2x∥2 = 4d (x, zm,n)
2 ≥ 4δ2 .

Avec (41.1) et (41.2) on obtient donc que

2(δ +
1

m
)2 + 2(δ +

1

n
)2 ≥ 4δ2 + ∥ym − yn∥2

pour tous m,n ≥ 1, et donc (yn)n est de Cauchy dans F . Comme F est un fermé
dans un Hilbert (donc aussi un Banach), (F, ∥ · ∥) est un Banach en vertue du
Lemma 41.1. Donc yn → y pour un y ∈ F et, clairement, d(x, y) = d(x, F ) par
(41.1). Supposons maintenant que y, z ∈ F sont tels que d(x, y) = d(x, z) = d(x, F ).
Comme pour l’établissement de (41.2),

2∥y − x∥2 + 2∥z − x∥2 = ∥y + z − 2x∥2 + ∥z − y∥2 . (41.3)
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Et comme y+z
2 ∈ F , on récupère que 4δ2 ≥ 4δ2 + ∥z − y∥2, donc que z = y. Ainsi

il existe un et un seul y ∈ F qui est tel que d(x, y) = d(x, F ). On pose alors
PF (x) = y. On a donc,

∥x− PF (x)∥ ≤ ∥x− z∥ (41.4)

pour tout z ∈ F . Soit z̃ ∈ F quelconque. Comme F est un sous espace vectoriel,
z = PF (x) + z̃ est encore dans F . Donc

∥x− PF (x)− z̃∥2 ≥ ∥x− PF (x)∥2

et en développant on trouve que

∥z̃∥2 ≥ 2⟨x− PF (x), z̃⟩
pour tout z̃ ∈ F . En particulier, étant donné z̃ ∈ F , on obtient que pour tout
t ∈ R,

t2∥z̃∥2 ≥ 2t⟨x− PF (x), z̃⟩ .
Une telle inégalité n’est possible pour tout t que si ⟨x − PF (x), z̃⟩ = 0. Donc
x− PF (x) ∈ F⊥. Réciproquement, si z ∈ F est tel que x− z ∈ F⊥ alors pour tout
y ∈ F ,

∥x− y∥2 = ∥x− z + z − y∥2

= ∥x− z∥2 + ∥z − y∥2 + 2⟨x− z, z − y⟩
= ∥x− z∥2 + ∥z − y∥2 (car z − y ∈ F )

≥ ∥x− z∥2

et on obtient que ∥x− z∥ ≤ ∥x− y∥ pour tout y ∈ F et donc que d(x, z) = d(x, F )
puisque z ∈ F . Le théorème est démontré. □

Du théorème de projection dans le cas des sous espaces vectoriels on déduit
facilement le théorème du supplémentaire orthogonal dans les Hilbert.

Théorème 41.2. Soit (E, ⟨·, ·⟩) un espace de Hilbert. Soit F ⊂ E un sous espace
vectoriel fermé de E. Alors E = F ⊕ F⊥, où F⊥ est l’orthogonal de F .

Démonstration. On a toujours F∩F⊥ = {0}. Il reste donc “uniquement” à montrer
que E = F + F⊥. Comme E est un Hilbert et F est fermé dans E, la projection
orthogonale PF : E → F existe en vertue du Théorème 41.1. Pour tout x ∈ E,

x = PF (x) + (x− PF (x)) ,

et comme PF (x) ∈ F et x − PF (x) ∈ F⊥, on obtient que E = F + F⊥. D’où le
théorème. □

42. Le premier théorème de Riesz

Soit (E, ∥⟨·, ·⟩) un espace préhimbertien. Soit aussi f ∈ L(E,R) une forme
linéaire sur E. Si E est de dimension finie il est clair qu’il existe a ∈ E, unique,
qui est tel que

f(x) = ⟨a, x⟩
pour tout x ∈ E. Pour le voir il suffit de considérer (e1, . . . , en) une base or-
thonormée de (E, ∥⟨·, ·⟩) puis de remarquer que pour tout x ∈ E, f(x) = ⟨a, x⟩ si
a est le vecteur de coordonnées les f(ei) dans la base (e1, . . . , en). Cela démontre
l’existence d’un tel a. Pour l’unicité on remarque que si ⟨a, x⟩ = ⟨a′, x⟩ pour tout
x ∈ E, alors ⟨a′−a, x⟩ = 0 pour tout x ∈ E et donc, en particulier, pour x = a′−a,
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ce qui implique que a′ = a. En dimension infinie cette preuve s’effondre mais le
résultat perdure dans le cas hilbertien des formes linéaires continues. On sait donc
caractériser toutes les formes linéaires continues dans le cadre hilbertien.

Théorème 42.1 (Premier théorème de Riesz). Soit (E, ⟨·, ⟩) un espace de Hilbert
et soit f : E → R une forme linéaire continue sur E. Il existe alors a ∈ E tel que
f(x) = ⟨a, x⟩ pour tout x ∈ E. De plus a est unique.

Démonstration. Sans perdre en généralité on peut supposer que f n’est pas iden-
tiquement nulle. Soit F = Ker(f). Comme f est continue, F est un sous espace
vectoriel fermé de E (ce que l’on vérifie facilement avec le Lemme 36.2). Donc, en
vertue du Théorème 41.2, E = F ⊕F⊥. Soit b ∈ F⊥ tel que ∥b∥ = 1, où ∥ · ∥ est la
norme associée au produit scalaire. Un tel b existe car F ̸= E dès que f n’est pas
identiquement nulle. Comme b ̸= 0 on a que f(b) ̸= 0 (car sinon b ∈ F ∩F⊥). Pour
tout x ∈ E il existe alors λ ∈ R tel que f(x) = λf(b) qui est une égalité dans R.
En particulier, pour tout z ∈ F⊥ il existe λ ∈ R tel que f(z) = λf(b). Mais alors
z − λb ∈ F ∩ F⊥ et ainsi z = λb. Donc F⊥ est de dimension un. Soit λ0 = f(b) et
a = λ0b. Alors a est un vecteur directeur (une base) de F⊥ et f(a) = ∥a∥2. Tout
x ∈ E s’écrit x = y + z avec y ∈ F et z ∈ F⊥. Donc tout x ∈ E s’écrit x = y + λa
avec y ∈ F et λ ∈ R. On a alors f(x) = λf(a) puisque f(y) = 0 tandis que

⟨x, a⟩ = ⟨y, a⟩+ λ∥a∥2 = λf(a)

puisque y ∈ F , a ∈ F⊥ et f(a) = ∥a∥2. D’où f(x) = ⟨a, x⟩ pour tout x ∈ E.
Pour montrer l’unicité supposons que a, a′ ∈ E sont tels que f(x) = ⟨a, x⟩ et
f(x) = ⟨a′, x⟩ pour tout x ∈ E. Alors ⟨a′ − a, x⟩ = 0 pour tout x ∈ E et donc, en
particulier, ∥a′ − a∥ = 0. D’où a′ = a et on a bien existence et unicité d’un a ∈ E
pour lequel f(x) = ⟨a, x⟩ pour tout x ∈ E. Le théorème est démontré. □

43. Applications multilinéaires continues

On considère E1, . . . , En, F des espaces vectoriels. On considère aussi

f : E1 × · · · × En → F

une application de E1 × . . . En dans F . L’application f est dite multilinéaire si
elle est linéaire par rapport à chacune de ses variables. En d’autres termes, f est
multilinéaire si pour tout point (a1, . . . , an) ∈ E1 × · · · × En, et tout i = 1, . . . , n,
les applications partielles fi = Ei → F définies par

fi(x) = f(a1, . . . , ai−1, x, ai+1, . . . , an)

sont linéaires en tant qu’applications de Ei dans F . Si (E1, ∥·∥E1
), . . . , (En, ∥·∥En

)
sont des espaces vectoriels normés, on place sur E = E1 × · · · × En l’une des deux
normes équivalentes

∥X∥ =

√√√√ n∑
i=1

∥xi∥2Ei
ou ∥X∥′ =

n∑
i=1

∥xi∥Ei
(⋆)
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où X = (x1, . . . , xn). Elles sont équivalentes, comme on le voit par exemple en
montrant la double inégalité

n∑
i=1

∥xi∥Ei
= ⟨(∥xi∥Ei

)i, (1)i⟩Rn ≤
√
n

√√√√ n∑
i=1

∥xi∥2Ei
, et

√√√√ n∑
i=1

∥xi∥2Ei
≤

√
nmax

i
∥xi∥Ei ≤

√
n

n∑
i=1

∥xi∥Ei

de sorte que
1√
n
∥X∥ ≤ ∥X∥′ ≤

√
n∥X∥

pour tout X = (x1, . . . , xn) dans E1 × · · · × En.

Théorème 43.1. Soient (E1, ∥ · ∥1),. . . , (En, ∥ · ∥n), et (F, ∥ · ∥F ) des espaces
vectoriels normés. Soit aussi f : E1 × · · · × En → F une application multilinéaire.
Les affirmations suivantes sont équivalentes:

(i) f est continue en tout point de E1 × · · · × En,

(ii) f est continue à l’origine (0, . . . , 0) de E1 × · · · × En,

(iii) ∃M > 0 tel que ∥f(x1, . . . , xn)∥F ≤ M∥x1∥1 × · · · × ∥xn∥n pour tout
(x1, . . . , xn) ∈ E1 × · · · × En,

où la norme placée sur E1 × · · · × En qui sert à définir la continuité est l’une des
normes équivalentes (⋆).

Démonstration. Comme dans le cas linéaire on montre que (i) ⇒ (ii) ⇒ (iii) ⇒ (i).
Déjà, il est clair que (i) ⇒ (ii). Supposons maintenant (ii). Alors

∀ε > 0 , ∃η > 0 / ∀(x1, . . . , xn), ∥(x1, . . . , xn)∥ < η

⇒ ∥f(x1, . . . , xn)∥F < ε

où, par exemple, ∥(x1, . . . , xn)∥ =
∑n

i=1 ∥xi∥i. On fixe ε = 1. Soit (x1, . . . , xn) un
point quelconque de E1 × · · · × En. Si l’un des xi est nul, alors f(x1, . . . , xn) = 0
(car f(0) = 0 pour une application linéaire), et (iii) est trivialement vérifié par
(x1, . . . , xn). On suppose maintenant que xi ̸= 0 pour tout i. Le point (y1, . . . , yn)
défini par yi = η

2n∥xi∥i
xi est alors tel que ∥(y1, . . . , yn)∥ < η. En particulier,

∥f(y1, . . . , yn)∥F ≤ 1, et puisque f est multilinéaire,

f(y1, . . . , yn) =
( η

2n

)n 1∏n
i=1 ∥xi∥i

f(x1, . . . , xn) .

On a ainsi obtenu que

∥f(x1, . . . , xn)∥F ≤
(
2n

η

)n n∏
i=1

∥xi∥i

pour tout point (x1, . . . , xn) ∈ E1 × · · · × En. Donc (ii) ⇒ (iii). Pour finir on
suppose (iii). Soient aussi X = (x1, . . . , xn) et Y = (y1, . . . , yn) deux points de
E1 × · · · × En. On écrit que

f(y1, . . . , yn)− f(x1, . . . , xn)

= f(y1 − x1, y2, . . . , yn) + f(x1, y2 − x2, y3, . . . , yn)

+ · · ·+ f(x1, . . . , xn−1, yn − xn) .
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Par exemple, lorsque n = 2,

f(y1, y2)− f(x1, x2) = f(y1 − x1, y2) + f(x1, y2 − x2) .

On fixe X = (x1, . . . , xn). Si ∥Y −X∥ ≤ 1, alors ∥yi∥i ≤ 1+ ∥xi∥i pour tout i, et il
existe ainsi K > 0, K = 1 +maxi ∥xi∥i, tel que ∥xi∥i ≤ K et ∥yi∥i ≤ K pour tout
i. Par suite, par inégalité triangulaire, et d’après (iii),

∥f(y1, . . . , yn)− f(x1, . . . , xn)∥F ≤ MKn−1
n∑

i=1

∥yi − xi∥i

= MKn−1∥Y −X∥

Il s’ensuit facilement que

∀ε > 0 , ∃η > 0 / ∀Y, ∥Y −X∥ < η ⇒ ∥f(Y )− f(X)∥F < ε .

Il suffit de choisir η tel que η ≤ 1 et η < ε/MKn−1. Donc (iii) ⇒ (i). Le théorème
est démontré. □

Etant donnés (E1, ∥ · ∥1),. . . , (En, ∥ · ∥n), et (F, ∥ · ∥F ) des espaces vectoriels
normés, on note Lc(E1, . . . , En;F ) l’espace des applications multilinéaires continues
de E1, . . . , En dans F . L’espace hérite d’une norme définie par

∥f∥Lc(E1,...,En;F ) = sup
xi∈Ei,∥xi∥i≤1

∥f(x1, . . . , xn)∥F .

On a alors que

∥f(x1, . . . , xn)∥F ≤ ∥f∥Lc(E1,...,En;F )∥x1∥1 × · · · × ∥xn∥n

pour tous (x1, . . . , xn) ∈ E1 × · · · × En.

Une définition équivalente de ∥f∥Lc(E1,...,En;F ) est qu’il s’agit du plus petit des
réels positifs M pour lesquels

∥f(x1, . . . , xn)∥F ≤ M∥x1∥1 × · · · × ∥xn∥n
pour tous (x1, . . . , xn) ∈ E1 × · · · × En. On pourra vérifier que le résultat suivant
a lieu. Il se démontre comme dans le cas des applications linéaires.

Théorème 43.2. Soient (E1, ∥ · ∥1),. . . , (En, ∥ · ∥n), et (F, ∥ · ∥F ) des espaces
vectoriels normés. L’espace

(
Lc(E1, . . . , En;F ), ∥ · ∥Lc(E1,...,En;F )

)
est un espace de

Banach dès que (F, ∥ · ∥F ) est un espace de Banach.

En dimension finie, les multilinéaires, comme les linéaires, sont toujours contin-
ues.

Théorème 43.3. Soient (E1, ∥ · ∥1),. . . , (En, ∥ · ∥n) et (F, ∥ · ∥F ) des espaces vec-
toriels normés. On suppose que les Ei sont de dimensions finies. Toute application
multilinéaire f : E1 × · · · × En → F est alors continue.

Démonstration. Il suffit de montrer qu’il existe M > 0 tel que

∥f(x1, . . . , xn)∥F ≤ M∥x1∥1 × · · · × ∥xn∥n
pour tout (x1, . . . , xn) ∈ E1 × · · · × En. Notons mk les dimensions des Ek et
(ek1 , . . . , e

k
mk

) des bases de Ek, k = 1, . . . , n. Pour tout xk ∈ Ek on note xk
1 , . . . , x

k
mk
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les coordonnées de xk dans la base (ek1 , . . . , e
k
mk

), k = 1, . . . , n. Par équivalence des
normes en dimension finie, pour tout k = 1, . . . , n, il existe Ck > 0 tel que√√√√mk∑

i=1

(xk
i )

2 ≤ Ck∥xk∥k

pour tout xk ∈ Ek. Pour i1 ∈ {1, . . . ,m1}, . . . , in ∈ {1, . . . ,mn}, on note main-
tenant

ai1...in = f(e1i1 , . . . , e
n
in) .

Pour tout (x1, . . . , xn) ∈ E1 × · · · × En, on a alors, par multilinéarité de f ,

f(x1, . . . , xn) =
∑

i1,...,in

x1
i1 . . . x

n
inai1...in ,

et donc, puisqu’on a toujours |xi| ≤
√∑

j x
2
j , on obtient avec ce qui a été dit

ci-dessus que

∥f(x1, . . . , xn)∥F = ∥
∑

i1,...,in

x1
i1 . . . x

n
inai1...in∥F

≤ C1 . . . Cn

∑
i1,...,in

∥ai1...in∥F ∥x1∥1 . . . ∥xn∥n

En posant M = C1 . . . Cn

∑
∥ai1...in∥F , on obtient l’inégalité voulue. Le théorème

est démontré. □

44. L’isométrie naturelle Lc(E,Lc(F,G)) ∼ Lc(E,F ;G).

On commence par définir ce qu’est une isométrie vectorielle entre espaces vec-
toriels normés. Soient (E, ∥ · ∥E) et (F, ∥ · ∥F ) deux espaces vectoriels normés et f
une application linéaire de E dans F . On dit que f est une isométrie vectorielle de
(E, ∥ · ∥E) sur (F, ∥ · ∥F ) si:

(i) f est un isomorphisme de E sur F , et

(ii) ∥f(x)∥F = ∥x∥E pour tout x ∈ E .

En d’autres termes, une isométrie vectorielle est un isomorphisme qui préserve
les normes.

Bien sûr f est continue (car, en particulier, ∥f(x)∥F ≤ ∥x∥E pour tout x), et f−1

préserve aussi les normes (i.e ∥f−1(y)∥E = ∥y∥F pour tout y). En particulier, f−1

est continue, et f est un isomorphisme bi-continu (qui préserve les normes).

Théorème 44.1. Soient (E, ∥·∥E), (F, ∥·∥F ), et (G, ∥·∥G) trois espaces vectoriels
normés. L’application

Φ : Lc(E,F ;G) → Lc(E,Lc(F,G))

qui à f ∈ Lc(E,F ;G) associe Φ(f) ∈ Lc(E,Lc(F,G)), définie par(
Φ(f)(x)

)
(y) = f(x, y)

pour tout x ∈ E et tout y ∈ F , est une isométrie vectorielle de (Lc(E,F ;G), ∥ ·
∥Lc(E,F ;G)) sur (Lc(E,Lc(F,G)), ∥ · ∥Lc(E,Lc(F,G))). En particulier, via Φ, l’espace
Lc(E,F ;G) s’assimile naturellement à l’espace Lc(E,Lc(F,G)).
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On vérifie facilement que Φ est bien bijective et que l’application réciproque de
Φ est l’application

Φ−1 : Lc(E,Lc(F,G)) → Lc(E,F ;G)

qui à f ∈ Lc(E,Lc(F,G)) associe Φ−1(f) ∈ Lc(E,F ;G) définie par

Φ−1(f)(x, y) =
(
f(x)

)
(y)

pour tout x ∈ E et tout y ∈ F .

On démontre maintenant le théorème.

Démonstration. On commence par montrer que Φ et Φ−1 sont bien définies. Soit f
fixée, f ∈ Lc(E,F ;G). Clairement, puisque f est bilinéaire, Φ(f)(x) ∈ L(F,G) (i.e
Φ(f)(x) est linéaire de F dans G) où

(
Φ(f)(x)

)
(y) = f(x, y). De même, on vérifie

facilement que Φ(f) ∈ L(E,L(F,G)). Comme f est continue,

∥f(x, y)∥G ≤ ∥f∥Lc(E,F ;G)∥x∥E∥y∥F .

On en déduit que

∥ (Φ(f)(x)) (y)∥G ≤
(
∥f∥Lc(E,F ;G)∥x∥E

)
∥y∥F .

et donc que Φ(f)(x) ∈ Lc(F,G), avec

∥Φ(f)(x)∥Lc(F,G) ≤ ∥f∥Lc(E,F ;G)∥x∥E .

Ensuite, on tire de cette inégalité que Φ(f) ∈ Lc((E,Lc(F,G)) et que

∥Φ(f)∥Lc((E,Lc(F,G)) ≤ ∥f∥Lc(E,F ;G) . (⋆)

Donc Φ est bien une application de Lc(E,F ;G) dans Lc(E,Lc(F,G)). Clairement,
Φ est linéaire en f . Avec (⋆) on récupère alors que Φ est continue et que ∥Φ∥ ≤ 1.
De la même façon on montre que Φ−1 est bien définie, qu’elle est linéaire continue,
et que ∥Φ−1∥ ≤ 1. Comme par ailleurs Φ ◦ Φ−1 = Id, en passant aux normes, on
trouve que

1 ≤ ∥Φ−1∥ × ∥Φ∥ .

Du coup, ∥Φ∥ = 1 et ∥Φ−1∥ = 1. En écrivant que

∥f∥Lc(E,F ;G) = ∥Φ−1
(
Φ(f)

)
∥Lc(E,F ;G) ≤ ∥Φ−1∥ × ∥Φ(f)∥Lc(E,Lc(F,G)) ,

on en déduit que ∥Φ(f)∥Lc(E,Lc(F,G)) = ∥f∥Lc(E,F ;G) et donc que Φ est bien une
isométrie vectorielle. □

45. Principe de Contraction de Banach-Picard

On traite ici du principe de contraction de Banach-Picard. C’est ce principe
de contraction qui est à la base de l’existence de solutions mild des équations de
Navier-Stokes. Dire qu’une application bilinéaire B : E × E → E, (E, ∥ · ∥E) un
espace de Banach, est continue (cf. Section 43) c’est dire qu’il existe M > 0 tel que
pour tout x, y ∈ E, ∥B(x, y)∥E ≤ M∥x∥E∥y∥E . Le plus petit de tels M est, par
définition, la norme ∥B∥Lc(E,E;E) de B.

Théorème 45.1. Soit (E, ∥ · ∥E) un espace de Banach et soit B : E × E → E
une application bilinéaire continue. On note Θ = ∥B∥Lc(E,E;E). Soit e ∈ E tel que
∥e∥E < 1/4Θ. Il existe alors une et une seule solution xe à l’équation

x = e−B(x, x)
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vérifiant que ∥xe∥ ≤ 2∥e∥E. De plus, pour tout 0 < θ < 1/4Θ, si e1, e2 ∈ E
sont tels que ∥e1∥E ≤ θ et ∥e2∥E ≤ θ, alors ∥xe2 − xe1∥E ≤ Mθ∥e2 − e1∥E, où
Mθ = 1/(1− 4Θθ).

Démonstration. On construit xe comme limite d’une suite construite itérativement
(ce qui est classique dans les résultats de type point fixe). On construit la suite
(xn) par x0 = e puis, pour tout n ∈ N, par l’itération

xn+1 = e−B(xn, xn) .

On montre par récurrence que ∥xn∥E ≤ 2∥e∥E pour tout n. L’amorce est clairement
vérifiée. Pour ce qui est de l’hérédité, si ∥xn∥E ≤ 2∥e∥E , alors

∥xn+1∥E ≤ ∥e∥E + ∥B(xn, xn)∥E
≤ ∥e∥E +Θ∥xn∥2E
≤ ∥e∥E + 4Θ∥e∥2E
≤ 2∥e∥E

puisque ∥e∥E < 1/4Θ. On écrit maintenant que

xn+1 − xn = e−B(xn, xn)−
(
e−B(xn−1, xn−1)

)
= B(xn−1, xn−1)−B(xn, xn)

= B(xn−1 − xn, xn) +B(xn−1, xn−1 − xn)

et donc, en vertue de ce que l’on vient de démontrer,

∥xn+1 − xn∥E = ∥B(xn−1 − xn, xn) +B(xn−1, xn−1 − xn)∥E
≤ ∥B(xn−1 − xn, xn)∥E + ∥B(xn−1, xn−1 − xn)∥E
≤ Θ

(
∥xn−1∥E + ∥xn∥E

)
∥xn − xn−1∥E

≤ 2Θ∥e∥E∥xn − xn−1∥E .

Par suite, si A = 2Θ∥e∥E , alors A < 1 et

∥xn+1 − xn∥E ≤ An∥x1 − x0∥E

pour tout n. On en déduit par téléscopage et inégalité triangulaire que pour tous
p < q dans N,

∥xq − xp∥E ≤
(q−1∑
k=p

Ak
)
∥x1 − x0∥E

≤
(1−Aq

1−A
− 1−Ap

1−A

)
∥x1 − x0∥E

≤ Ap

1−A
∥x1 − x0∥E

et donc, (xn) est une suite de Cauchy puisque Ap → 0 lorsque p → +∞ (car
0 ≤ A < 1). Par suite xn converge puisque l’espace est de Banach. On note xe sa
limite. Par continuité de B, et passage à la limite dans l’équation de récurrence
pour les xn, xe = e − B(xe, xe). On a donc bien une solution à notre équation.
Reste à montrer l’unicité de cette solution et la derniètre estimée de dépendance
continue par rapport aux données initiales. Les deux découlent d’un même type
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de calcul. Supposons que x, y sont deux solutions à notre équation, toutes deux
vérifiant ∥x∥ ≤ 2∥e∥E et ∥y∥ ≤ 2∥e∥E . Alors

∥y − x∥E = ∥B(y, y)−B(x, x)∥E
= ∥B(y − x, x) +B(y, y − x)∥E
≤ ∥B(y − x, x)∥E + ∥B(y, y − x)∥E
≤ Θ(∥x∥E + ∥y∥E)∥y − x∥E
≤ 4Θ∥e∥E∥y − x∥E .

Or 4Θ∥e∥E < 1. Donc x = y. De même, si e1, e2 ∈ E sont tels que ∥e1∥E ≤ θ et
∥e2∥E ≤ θ, où 0 < θ < 1/4Θ, alors

∥xe2 − xe1∥E = ∥e2 − e1 +B(xe1 , xe1)−B(xe2 , xe2)∥E
= ∥e2 − e1∥E + ∥B(xe2 − xe1 , xe1) +B(xe2 , xe2 − xe1)∥E
≤ ∥e2 − e1∥E + ∥B(xe2 − xe1 , xe1)∥E + ∥B(xe2 , xe2 − xe1)∥E
≤ ∥e2 − e1∥E +Θ(∥xe1∥E + ∥xe2∥E)∥xe2 − xe1∥E
≤ ∥e2 − e1∥E + 4Θθ∥xe2 − xe1∥E .

D’où l’inégalité de dépendance continue voulue. Le théorème est démontré. □
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